Mecanica TeoOrica

Manel Bosch Aguilera

1 Introduccioé

e La mecanica de Newton estudia el moviment (evolucié dinamica) d’un sistema de
particules.

e Considera: espai tridimensional euclidi (homogeni i isotrop) i temps absolut (ho-
mogeni).

e Sistema de referéncia inercial (SRI): aquell en que és valida la primera Llei de
Newton.

e Principi de relativitat de Galileu: Les lleis de la fisica sén iguals en qualsevol SRI.
e El grup de transformacions de galileu conté:

i. Translacions de I’origen del sistema de referencia: perque 1'espai és homogeni.
ii. Rotaci6 dels eixos: perqué l'espai és isotrop.
iii. Translaci6é de 'origen de temps: perque el temps és homogeni.
iv. Translaci6 de l'origen a velocitat constant.
¥ =Gr+Vt+p
' =t+s
on G és una matriu de rotacid, p una translacié i s una constant.

e Principi de determinacié de Newton: L'evolucié dinamica d’un sistema depeén
tnicament de les posicions i velocitats de les particules en un instant donat.

e Lleis de Newton:

0. La massa m del cos és constant.

1. Un cos no sotmés a forces roman en repos o es mou a velocitat v constant.
2. F = p, on F és la forga aplicada i p el moment lineal: p = mv.

3. Fij = _Fji

o Llei feble d’accié-reaccio: Si (3.) es verifica sense cap tipus de restriccié es conserva el
moment lineal del sistema.



Llei forta d’accié-reaccio: Si (3.) es verifica i les forces estan orientades amb el vector
que uneix les dues particules es conserva el moment lineal i el moment angular del
sistema.

Un sistema de referéncia no inercial és aquell en queé no se satisfa (1.). Sigui a;
l’acceleracié produida sobre una particula de massa m a l'aplicar-li una forca F
i sigui ag 'acceleraci6 del sistema de referéncia no inercial respecte de l'inercial.
Aleshores, 'acceleracié a a que es veu sotmesa la particula des del SRNI satistfa la
relacio:

a; = a+ay,

i, per tant, 'acceleracié mesurada a ja no és proporcional a la forga aplicada:
F = ma; = m(a+ ap).

No obstant, si introduim una forga ficticia (for¢a d’inercia) definida com
Fy = —mag, aleshores

F=ma—F, — F+Fy = ma,
i ’acceleraci6 torna a ser proporcional a la suma de forces que actua.
Limits de la Mecanica Newtoniana:

i. Quan ¢ ~ 1 estem en el regim de la relativitat especial i el temps deixa de ser
absolut.

ii. Quan treballem amb camps gravitatoris molt intensos tals que ;% ~ 1, som al
regim de la relativitat general i I'espai deixa de ser euclidi.

iii. Quan % ~ 1 som al régim de la mecanica quantica i el concepte de particula
deixa de ser valid.

A més, quan treballem en sistemes caotics (no satisfan el principi de determinacio)
o apareixen lligadures (en general, quan no en tenim, hem de treballar amb 3N
equacions) els problemes sén molt complicats de resoldre.

Les 1lligadures son limitacions al moviment d'un sistema d’N particules. Sén ho-
lonomes si les podem expressar com f(ry,...,1,;t) = 0. Ens permeten expressar
una coordenada en funci6 de les altres: x; = g(y1,21,...,tn; t).

Les coordenades cartesianes deixen de ser independents quan introduim lligadu-
res. En conseqiiencia, necessitem un sistema de coordenades que siguin indepen-
dents a I'introduir lligadures.

En un sistema d’N particules tenim 3N graus de llibertat (= coordenades). Si intro-
duim k lligadures holonomes, passarem a tenir 3N — k graus de llibertat. Aleshores,
definirem un conjunt de 3N — k coordenades, les coordenades generalitzades, {g;}
independents que descriguin el sistema i esiguin relacionades amb les cartesianes
segons t; = 1;(q1,...,q3n_k;t), perai=1,...,N.

La relaci6 anterior ens passa d'un espai euclidi a un que no ho és, l'espai de
configuracié. En aquest es descriu perfectament 1’evoluci6 de la particula. Sera un
espai de 3N — k dimensions pero tan sols tindrem una trajectoria.



2 Principis variacionals

Principi de Hamilton

e L'acci6 I d'un sistema (té unitats d’energia - temps) és una integral de cami en
I'espai de configuracio:
[5)
I = /L(qi,qi,'t)dt

5]

e El principi de Hamilton ens diu que I'evolucié d"un sistema en 1’espai de configu-
raci6 és tal que 'accié I té un valor estacionari.

e Aix0 implica que si calculem I per a un cami considerat i té un valor estacionari,
el valor d’'I no variara al llarg de camins veins que difereixen del primer infinites-
simalment. Matematicament aixo implica que 61 = 0 a primer ordre, on

dI 1d2%1

0l = — AL+ -

2
dA 2@(AA—) +-..

e Per trobar una solucié a aquest problema considerem el cas general ( tot i que
. 1 . N . .2 o .. . dy
unidimensional) en qué tenim una funcié f = f(y,y;x), amb y = 32, sent y una

coordenada i x un parametre, de tal forma que y(x) és una trajectoria. Aleshores,

X2
volem trobar una trajectoria y(x) tal que ¢ | f(y,y; x)dx = 0.

X1

e Anomenem y(x) al cami original que satisfa 61 = 0 aleshores, si creem una familia
de camins veins y(x, a), el cami original sera y(x,0) i els camins variats els definim
com el cami original y(x,0) més el producte d'una constant infinitessimal a per
una funcié arbitraria #(x) que ha de satisfer:

i. Ser continua fins a 7j(x).
ii. Anul-lar-se als extrems del cami x; i x, de tal forma que en aquests punts els
camins veins coincideixin amb la cami original. Es a dir 77(x1) = 1(x2) = 0.
Per tant, la familia de camins sera:

y(x,a) = y(x,0) + an(x)

e Si definim 0y = (%) . da (fent & = 0 recuperem el cami original) com les infinites-

simals variacions en el cami original al variar « per a x fixat, la condici6é de valor
estacionari sera:

X2

ol = (%)Oda = % / If (y(x,a),y(x,a);t)da]ydx =0

X1

e Si fem la derivada i treballem la integral, arribem a la segiient expresié

X2

J1G5-22), -

X1



X2
e El teorema fonamental del calcul variacional ens diu que si [ M(x)n(x)dx = 0 per
X1
a qualsevol 1 (x) que satisfaci les condicions abans esmentades, aleshores M(x) =0
per a qualssevol (x1,x7). En conseqiiéncia, com que 6y = 7(x) (només cal fer la

derivada i fer « = 0), cal que

- ——===0 x € (x1,x2)

e Si generalitzem el problema a N coordenades (fent un raonament molt similar a
I’anterior i tenint en compte que les coordenades s6n independents) obtenim unes
equacions analoges a les equacions anteriors (anomenades equacions d’Euler) pero
intercanviant y per y;, ja que son valides per a totes les coordenades independents.
Si particularitzem el problema al cas de la mecanica, f(y;, v, x) = L(g;,4it), i
d’aqui resulten les Equacions de Lagrange:

ENEANETN
dt aql aql N
e Una manera de definir el Lagrangia és

perd no és 1'tnica, un lagrangia de l'estil L' = L + %F (gi; 1), també satisfa 61 = 0.

e Les equacions de Lagrange sén invariants sota canvis de coordenades generalitza-
des.

Teoremes de conservacio6

e Tant les Eq. de Newton com les de Lagrange, involucren sistemes amb N equacions
diferencials de segon ordre en el temps que moltes vegades sén complicades de
resoldre. No obstant, sovint una primera integracié és possible, i d’aquesta en
podem treure informacié suficient com per a coneixer el moviment qualitatiu del
sistema.

¢ El moment conjugat o canonic es defineix com

oL

Pan—q-i

e Una coordenada és ciclica o ignorable si no apareix explicitament en el Lagrangia.

ST p . 9L _ . . d (aL) _
e Sig; és ciclica, és a dir § 5= 0, de les equacions de Lagrange tenim que g; (a qj) =

pj = 0, per tant: p; es conserva.

e Definim la forca generalitzada com



l'tltima igualtat es pot demostrar fent que F = —VV(r;) i usant el fet que existeix
una relaci6 entre coordenades cartesianes i generalitzades. Mentre que Q; no cal
que tingui unitats de forga, cal que Q; - 6g; tingui unitats de treball.

e Una relaci6 util que també es pot obtenir de la relaci6 entre coordenades cartesianes

i generalitzades:
o _on
9j 9

Conservacié del moment lineal [Espai homogeni]

e Si tenim un sistema de particules en el qual tenim una coordenada g; la variaci6
dg; de la qual representa una translaci6 del sistema:

i. L'energia cinetica ha de ser independent de 1'origen de coordenades (les velo-
citats no poden dependre d’una translacié en 1’origen):

o _

ii. Considerem sistemes en que V = V(g;, t)

e Les equacions de Lagrange es redueixen a

d (ot v _ |
aT'Q_ 1%

En conseqtiencia, en base a les definicions fetes anteriorment: p; = 5-1 Qi = —57,
] 94 ] aq;
tenim que
pi = Qj.
e De forma que, si Q; = 0 el moment p; es conserva. Ens cal demostrar que (a):
Q; és una forga (en concret, la component de la forga en la direccié fi en que té
lloc la translacio de g;) i que (b): p; és la component del moment lineal en aquesta

direcci6. Com que Q; = Y F; - g—;;, ens cal evaluar el segon terme del producte
escalar: la derivada.

or; oy r,(,q]—i—dq],)—rl(,q],)
— = lim
aq] dg;—0 dq]

4

El terme del numerador r;(q; + dq;) — ri(g;) correspon, precisament, al canvi de
posici6é d'un vector sota una translaci6 del sistema, és a dir: dg; - 1. Aleshores

arz . dq] n A~
— lim =1
aq] dg;—0 dq]
e Per tant:
N ari N A N A A
(a). Q]:ZFla—:Zan: ZFZ' -A=F-a V
i—1 95 i3 n—1



oT o X1 N of; or; N
b). pi=——=—Y -mii? = — mv-—: myv; | -
9 aqji_zlz o ; 04 Z " 0g ; o
p]'IP-ﬁ v

e En conseqiiencia, si q; (coordenada de translacio) és ciclica, per tant Q; = 01 el
moment lineal es conserva.

Conservaci6 del moment angular [Espai isotrop]

e Si ara g; és una coordenada tal que dg; representa una rotaci6, tenint en compte
que T no pot dependre de l'orientaci6 dels eixos (i, per tant, no depén de g;) i si
V = V(g;;t), i fent un raonament similar a I’anterior obtenim que:

pi=Qj

e Ara hem de demostrar que (a): Q; és la component del moment de forca en la
direcci6 de l'eix de rotaci6 fi i (b): que p; és el moment angular en la mateixa
direccio.

e Hem de calcular el mateix limit que en la conservacié del moment lineal. En aquest
cas, al ser dg; una rotaci6, tenim que

81‘Z
aq;

= |r;|sin® = |A X 1;
I

e De nou, si fem el mateix procediment que en el cas anterior, veiem que:

(@). Qj=A-N v
b). pj=h-L Vv

I, per tant, veiem que si q; és ignorable, Q; = 01 p; es conserva.

Conservaci6 de l'energia [Temps homogeni]

e Derivant el lagrangia L = L(g;(t),4;(t); t) respecte el temps, arribem a

L Zd oL oL
dt ar \aq, 1) "o

d AL oL
E(;{”’ia_qﬁLD__ﬁ

e Definim la funcié energia (que no ha de coincidir amb l’energia) com:

en conseqiiencia:

. . oL
h(qi,4i;t) = Z%’a—qi —L

i, com que ‘é}tz = —% podem veure que es conserva si L (i, per tant, /1) no depen

del temps.



Si r; = r;(g;;t), podem escriure 'energia cinética com:

2
1 ) 1 al‘i . al‘i
T=)Lgmti=zLm (Zj aq, 1 o
I en coordenades generalitzades:

T = M() + ZM]q] + ZM]kq]qk = T() + T1 + T2
j jk

on
1 or; \ > ; OF; or; Or;
My=) -m; (—1) M=) m—-—  Myp=) m-—-—"
IZ. 2 ot J ; ' ot 8q] ] Z Zaq] aqk
Veiem que Ty és funci6 de les coord. generalitzades (tnicament), que T; = T1(g;, §;)

és lineal per a les velocitats generalitzades i que T, = T»(q;,4;) és quadratica per a
les velocitats generalitzades.

Si r; = 1,(q;), és a dir, no depenen del temps, % =0iMy = M; =0, en conse-

qliencia
T=T1T,

Definicié: una funci6é f(xq,...,x,) és homogenia de grau u si f(axq,...,ax,) =
al f(xqy, ..., %n).

Veiem, per tant, que T és una funcié6 homogenia de grau 2 en les velocitats.

Teorema d’Euler: Sigui f diferenciable i homogenia de grau u en les variables x;,
aleshores:

En conseqiiéncia, com que T, és homogenia de grau 2 en les 4;, podriem escriure
2T =) 071-3—;, pero si el potencial no depen de les velocitats generalitzades (o,
1
dit d'una altra manera, el potencial és homogeni d’ordre zero en les velocitats
oI __ dL

generalitzades) tenim que 35 = og, v per tant

oL
2T = Zqia_qi

En aquest cas (quan relaci6 entre coordenades r; = r;(g;) no depén del temps i el
potencial V = V(gy; t) no depeén de les velocitats generalitzades), la funci6 energia
es pot escriure com

JL
h:Zqia—qi—LzzT—(T—V):T+V:E
1

Es a dir, la funci6 energia, h, coincideix amb 1’energia mecanica del sistema E quan
se satisfan les condicions del punt anterior. I, per tant, ’energia es conserva quan
(coincideix amb h) i el lagrangia no depén del temps.



Teorema de Noether: Si L = L(g;,4;) és invariant sota la transformacio

g; — h°(q;) Vs € R

tal que 1°=%(g;) = q;, aleshores

oL d
Clz,% Zaql ds Ch ]s 0

€S conserva.

Equacions de Hamilton

Es treballa amb 2N variables independients: les coordenades generalizades g; i els
moments conjugats p;.

L’estat del sistema ve descrit en un espai 2N —dimensional anomenat espai de
fases.

Matematicament, el pas de variables (g;,4;;t) — (g, pi;t), on p; esta relacionat
oL(q;.4jt)

amb g; i §; per p; = — Ve donat per les transformacions de Legendre.

Donada una funcié6 f = f(x,y) talque df = E)x o dx +3 f dy = udx + vdy, si ara volem

trobar una funci6 g(u,y) tal que dg sigui equivalent a d f, veiem que aquesta funcié
és
gluy) = flxy) —ux

onx = —g—i. Diem que g és la transformada de Legendre d'f.

El Hamiltonia és la (menys) transformada de Legendre del Lagrangia:

H = H(qi, pi;t) Z%Pz — L(qi,4i; t)

Calculant el diferencial

oH J0H oH

i comparant amb

. : oL
dH =Y (q:dp; — pidg;) — 574t
i
Veiem que
oH _ . H_
apl qll aql pl
aquestes dues son les Equacions de Hamilton. A més, veiem que
oH _ oL
of ot



e El hamiltonia és la funci6 energia (expressada en unes altres variables) i coincideix
amb l’energia mecanica quan la funci6 energia coincideix amb l’energia mecanica.

o Construcci6 formal del Hamiltonia:

i. Escollir un sistema de coordenades generalitzades {g;}.
ii. Construir el Lagrangia: L = L(q;,4;;t) =T -V

iii. Calcular els moments conjugats: p; = %
1

iv. H=Y,qipi—L
v. Invertir les relacions en (iii.): 4; = 4;(g;, pi; t) 1 substituir-ho a (iv.)
¢ En moltes ocasions, pero, es donara el cas en qué H = h = E, i el que farem sera
H=T+YV,
com que V no dependra de les velocitats generalitzades trobarem els moments

conjugats p; fent g—[;.
)

o Els teoremes de conservacié en el cas del Hamiltonia sén identics als del Lagran-
gia, ja que si g; és ciclica no apareix en el Lagrangia i, per la definici6 que tenim de
Hamiltonia, tampoc apareixera en ell. Per tant, si g; és ciclica:

' oH
pij=—-5-=0 = p; es conserva.
e No obstant, per a la conservaci6é de I’energia tenim que si tel temps no apareix al
Lagrangia
~dL _JdH _ 0
ot ot

la part esquerra de la igualtat implica que / és constant. En canvi, que %—If =0 no

implica que H sigui constant, ja que les derivades no sén totals. Hem de demostrar,

doncs, que
oH dH
Ea a Y
Com que
d_H—Z a_H+a_H +a_H—0_|_a_H
dt ~ & \ag " ap ) Tar T o
e Esa dir, ‘11—1;1 = aaif i, per tant, quan %—If = 0 el Hamiltonia es conserva i, quan H = E,

I'energia es conserva.

e Fl hamiltonia no és invariant sota transformacions de coordenades.

Derivacié del principi de Hamilton mitjancant principis variacionals

e En I'espai de configuraci6



En l'espai de fases: principi de Hamilton modificat

ol = (5/ [Zplqz (ks Prs )] dt =0

5]

Ara som en un espai de dimensi6 2N, per tant, tindrem una funcié f = f(y,y; x),
ony = (y1,...,y2n). Per tant

X2

ol = (5/f(y,y;x)dx = 0.

X1

Sabem que la solucié a la integral anterior sén les equacions d’Euler - Lagrange:

i (o)

En el cas del principi de Hamilton modificat f = Y p;4; — H(q;, pj;t), y = (91, -, 4N, P1, - -

y=(41,---,4N,P1,--.,PN) 1 X = t. Per tant:

af af ag; ., OH _
dt(aqz) a; ° Tlaf  aH 7 Pit o =0
a4, dq;
o,
af\ _of p _9H
d(apz> w7 o _, 0 R
op; ' Op;

Si volguéssim obtenir el resultat fent la derivada tal i com feiem amb les Egs. de
Lagrange, ens podriem preguntar si, de la mateixa forma que imposavem #;(t1) =
71(t2) = 0, caldria imposar que, per als camins variats p;(a,t) = p;(0,t) + al;(t)
cal que Z;(t;) = {;(t2) = 0. Es a dir, si cal que dp;(t;) = dp;(t2) = 0. El motiu pel
qual s'imposava #;(t12) = 0 era perque al llarg del desenvolupament ens apareixia

la segiient expressio:
Fd (af\a
Yi
/ dx <8y1> aucd =0

X1

af ayz
oy; 8oc

Aleshores, perque fos zero calia imposar que el primer terme fos zero, i aix0 succeia
quan 9q;(t12) = 6y(x12) = 0. Perod en el cas del Hamiltonia ng = a;j = 01i, per
tant, sembla que no caldria imposar que les variacions als extrems fossin nul-les.
No obstant, si considerem que les equacions de Hamilton també es verifiquen per
a un Lagrangia de l'estil L' = L + %F (gi, 1) 1, per tant, també hauran de verificar-se
per a un Hamiltonia tal que H' = H + %F(qi, pi,t). Aleshores, a 1’acci6 també ens
apareixeran termes per a p; i caldra imposar {;(t1) = {;(t2) = 0.

10
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Principi de minima accid

e Es un principi variacional desenvolupat a I'espai de configuracio.

e A diferencia del principi de Hamilton (on imposavem que les variacions als extrems
fossin nul-les) aqui:

i. No exigim que t; i t, siguin I’estat inicial i final de cada cami.

ii. No exigim que la variaci6 als extrems sigui nul-la, és a dir, no cal que dg;(t1) =

0qi(t2) = 0.
e Definim, de la mateixa forma que en el principi de Hamilton, la familia de camins
veins:

qi(t, &) = qi(t,0) + o (t)
on « és un parametre infinitessimal i #;(f) una funci6 arbitraria continua fins a la
segona derivada (i no ha d’anul-lar-se als extrems).

e Per exemplificar qué sera cada variacié agafem dos camins, un a @ = 0 i un altre
a . Un punt g;(t;) del cami original, correspon a un punt g;(t; + At;) per al
cami variat i el mateix per a q;(t2) i q;(t2 + Aty). Aleshores, definim dg;(t;) com la
diferencia entre g;(tp) del primer cami i g;(t,) del cami variat (que no sén iguals!). I
definim la variaci6 Ag;(t;) com la varaici6 entre g;(t,) pel primer cami i g;(tp + Atp)
del segon cami.

e Esadir,§ — camins diferents perd mateix temps i A — camins i temps diferents
(ritmes, o "velocitats", diferents).
e Aleshores, definim la variacié AI com
t t+Aty t
M:A/iw: / u@m—/L@m
t t+AH t

On L(«) significa que la integral és evaluada al llarg del cami variat (des de t; + Aty
fins a t; + Aty, que no han de coincidir amb els punts inicial i final) i L(0) és el
mateix pel cami original. Desenvolupant la primera integral com

ty+Aty ty+Aty ty tq
L/LWMh:/1MMm+/M@&+t/LMMt
t+At ty tq t1+AH

I desenvolupant la primera i la tercera integral en serie de Taylor per a « (quedant-
nos a primer ordre):

tr+Aty 15}
u@m:L@mm—uhmh+/u@m
tH+AH f
Per tant:

1) 1) t

AI:/L(D&)dt—/L(O)df—i—L(b)Atg—L(tl)Atl :(S/Ldf—i—L(tz)Atz—L(tl)Atl

f f1 5]

11



Si ara desenvolupem la integral (que és la mateixa que la del principi de Hamilton)
tenint en compte que les dg; als extrems no s’anul-len, per un procediment semblant
al del Pr. Hamilton, s’arriba a:

2 2 2
oL d JdL JL
t

i aql i

ja que el terme de dins del paréntesi s6n les Eq. de Lagrange i s’anul-la.

Ens queda que
2

Al = (LAt + Zpiéql)
i

1

Es pot demostrar que existeix una relaci6 entre A i ¢ tal que
Aqi(t2) = qi(t2 + Bt2,0) = qi(k2,0) = Aqi(2) = 4i(2)Ata + 5q:(2),
on Ag(2) és Ag al temps de l'estat final.

Si introduim aquesta dltima relacié a Al obtenim que

)
Al = A/Ldt = (pihg; — HAL) 3

t1

El principi de minima accié requereix introduir dues restriccions:

i. H es coneserva per a tots els camins.

ii. Ag; = 0 als extrems.

En conseqiiencia:

(a)

15)
A / Ldt = —H(Aty — Aty)

ty
(b) Com que L =Y, pig; — H, evaluem

5] 15)

to to
A/Ldt = A/Zpiq’idt—A/Hdt: /Zpiqidt—H(Atz—Atl)
ty : ty ty i

ty

e Com que (a) ha de ser igual a (b), arribem al principi de minima accié:

12



3 Transformacions canoniques

e Si tinguéssim un Hamiltonia en el qual totes les coordenades g; fossin cicliques i, a
més, aquest hamiltonia fos una constant del moviment, seriem en un cas en que:

j oH 0 — « nst =92 = w; = const
= —— = = = CO . : — = .
pl aql pl 1 ql a‘xl 1
i, per tant, la soluci6 de les equacions del moviment seria g;(t) = w;t + B;, amb B;
una constant d’integracio.

e Buscarem SR en queé totes les coordenades siguin cicliques. Com que aquesta tasca
no és senzilla, ens interessara trobar un métode per a transformar aquestes conjunt
de coordenades (gi, px) en un altre de coordenades independents més adequat
(Qi, Pr):

Qi = Qi(r pi;t) Pi = (po i t)

Es a dir, les noves coordenades estaran definides no només en terme de les coor-
denades antigues sin6 que també en terme dels moments antics.

e Com que volem que les noves coordenades verifiquin 1’equacié de Hamilton, cal-
dra que aquestes transformacions siguin canoniques. Per tant, les equacions que

hauran de satisfer és: 3K oK
Qi = 35 Pi = Y N
oP; 2Q;
on K és el nou Hamiltonia.

o Alser (q;,pi) i (Q;, P;) canoniques, caldra que, respectivament:
/ [Zplql (qi, pis )] dt =0 i / [ZP Q; — K(Q;, P;t)| dt =0
t1 5]

e Com que han de ser valides Vt, i la variaci6 als extrems és nul-la, I'expressié més
general de la transformaci6 és:

dF

A (qui—H) ZPQI K+

e Mitjancant una transformacié d’escala, sempre podrem fer A = 1:

Zpi% —H= ZPin K+ i—f

Quan la transformacié no depengui del temps I'anomenarem TC restringida.

e La funci6 F pot ser una funci6 de (g;, p;;t), de (Q;, P;;t) o una mescla d’ambdues.
No obstant, només sera ttil per a caracteritzar de forma exacta la TC quan la meitat
de variables siguin velles i 1’altra meitat noves. Quan aix0 succeeix se I'anomena
funcié generatriu.
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e Considerem el cas en qué F = F(g;, Q;;t). Si fem la derivada i comparem amb
I'expressi6é del Hamiltonia H arribem a:

R

_9dh o oF
pl—aqi 1

oF, B
T30, KEH G

La primera equaci6 ens déna p; com a funci6 de g;,Q; i . Invertint-la podrem
trobar les Q, en funci6 de les variables velles. Un cop tinguem la relaci6 entre Q i
les variables velles, amb la segona equacié podrem trobar P; en funcié de les velles
també. Per ultim, la tercera equaci6 fa de pont entre K'i H.

e Ls possible que ens interessi més fer tis d"una funcié generatriu en que intervinguin
altres variables. Si ho fem i seguim el mateix procediment arribem a:

FUNCIO GENERATRIU RELACIONS
F = F(q;,Qi;t) izg—i i:_s_gi KZHJF%
F = F(q;, P;t) — QiP; Pi:g% Qi:g_g K:HJF%
F = K(pi, Qi;t) + qipi Qiz—g—ls Pi:_ggi. K:HJF%
F = F5(pi, P;t) + qipi — QiP; ‘71‘:_3_2 Qi:g_?: KZHjL%

K(Qi/ Pz'; t) = H(Qi/ Pi; t) + ot

e Quan Fnodepéendet = K=H

Transformacions canoniques en notacié simpléctica

e Notacio:
i. Vector columna 7 amb 2n elements:

i = qi Nitn = Pi i<n

oH
i. Vector columna W de 21 elements:

(o) o (4)
an J;  9q; N ) iin

14
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iii. Matriu quadrada de 2n x 2n:

0 0 1 1
j—| 0 0 1 1
. -1 0 0

1 ... -10...0

e Per tant, les equacions de Hamilton en notacié simpléctica prenen la forma:

_oH

e Anem a trobar condicions directes perqué una transformacié sigui canonica res-

tringida (# f(f)):
Considerem les segtients transformacions junt amb les seves inverses:
Qi = Qi(qr px) qi = q:(Qk, Pr)
Pi = Pi(qk, pr) pi = pi(Qx Pr)

Derivant Q; respecte del temps:

d0QioH dQ;dH

: 0Q; . 9Q; .
l ; dq; " ap; ) ; dq; dpj;  Ip; 94;

De les transformacions inverses, podem considerar H(g;, p;; t) com una funcio6
de les noves variables. Aleshores, a partir de les equacions de Hamilton (tenint
en compte que, al ser la transformaci6 restringida, H = K):

C=3r ~ar ~ 2\ agom  apon,

9K 9H  (9H9q; 3Hap

Comparant amb les equacions de dalt, i fent el mateix per a P; obtenim les
condicions directes per a una transformacié canonica restringida:

<aQi> (ap]') <8Qi> B <8q]-)
0q; aPi op; aP,'
G/ gp QP Pi) op QP
<5Pi> ( o ) (31’1') ( . )
g ~\aQ; Ip; 90;
G/ g QP Pi) op QP

e Fent Gs de la notacié simplectica, podem expressar aquestes condicions de forma
molt més compacta. Si 7 és la matriu que té per components (g;, p;), podem definir
també una altra matriu { que tingui per components les coordenades transforma-

des Qi(qk, pi;t) i Pi(qk, pr; t). Per tant
g=12(n)
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e De la mateixa forma que ## = J(0H/9y), podem derivar . En components:

i : ; :
li = Za_g]ﬂj =Y Myi; = §=Mj
] ]

on M = M;; és el jacobia de la transformaci6. D’aqui veiem que:

) oH
= MJ =
(=mr5,

Aleshores, si { = (1), podem invertir-ho i # = 5({), de manera que H = H|n;({;)]
1
d
oH - dH 9¢; R oH _MmToH oH
o ng a’71 877 on

De les dues equacions anteriors, veiem que

oH
T
{=MMT
Com que s’ha de verificar que

> oK restr. > oH

=] 7 — =] 9
la transformaci6 { = {(#) sera canonica si

MJM' =]

que és equivalent a les quatre condicions directes anteriorment mostrades.

Paréntesis de Poisson

e Siguin u, v dues funcions de variables (g;, p;), definim el paréntesi de Poisson (for-
ma bilineal anitisimetrica) com

Ju dv  Ju Bv)

i-g(h

9q;0p;  9p; 9q;

e El paréntesi de Poisson ens permet calcular la variacié temporal de la funcié
8(qi, pi;t) com

dg _

dg 0H dg 8H> dg
<+ B8 EN) =% (g H
dt Z( pi ) Z<8qz opi Opidq;) ot 8 Hlps

o Els parentesi de Poisson prenen la segiient forma en notacié simplectica
ou\"_ [9v
u,v| === =
ey (811> ’ (811>
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e En el cas en que u,v sén (g;, p;), tenim els paréntesis fonamentals de Poisson:
[‘7]’/ Qk]q,p =0= [Pjr Pk]q,p [%r Pk] Ojk = —[Pj; Qk]q,p

e En notacié simpléctica, si definim la matriu quadrada [y, 17]17 d’element 77 =

[’7]', 11x], podem escriure

Mﬂﬂzl

e Siara prenem Q;(q;, pi;t) i Pi(q;, pi;t) coma u, v, és a dir {(n), ens queda el segiient:

o0\T_ /op
ar = (2))(3)

g2, (ag)l(ai) M'JM =]

Es a dir! els parentesi de Poisson fonamentals sén invariants sota transformaci-
ons canoniques:

Es a dir:

oy =68, =1 =168, =1,

que és equivalent a la condici6 de transformacié canonica.

e Expressant { = {(n) i 7 = 5({) i partint de 'equaci6 de [u, 0]11 es pot demostrar

que tots els parentesi de Poisson s6n invariants sota transformacions canoniques.

= [u, 9]

T

[, 0]

Equacions del moviment en funcié dels paréntesis de Poisson

e Hem vist que I'evoluci6 temporal d"una funci6 u(q;, p;; t) es pot expressar com

du du
Si fem aixo per a les variables g; i p;, trobarem una nova manera de formular les

equacions de hamilton:

Gi = [qi, H] pi = [pi, H]

Els termes Baqt, i aa’;’ s’anul-len ja que sén a un punt fix de I’espai de fases i, per tant,

les coordenades no varien amb el temps.

e Podem resumir-les en notacié simplectica com

i1= [y, H]

!Es pot demostrar que la dltima igualtat és certa.
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e En el cas particular en que u sigui una constant del moviment,és a dir, % =0, ens
queda que

ou
[H,u] = 3

a més, si u no depen explicitament del temps:

u,H =0

e Teorema de Poisson: si u, v s6n constants del moviment, aleshores [, v] és una
constant del moviment.

3.1 Teorema de Liouville

e Resultats previs:

1.

il.

Invariant integral de Poincaré: Sigui un element de volum

dy =dgy...dg,dpy...dpx

aleshores, si considerem una transformacié canonica # — g, I’element de vo-

lum es transforma a
dZ =dQ;...dQ,dP; ...dP,

Aquestes transformacions es relacionen mitjangant el valor absolut del deter-
minant del jacobia de la transformacié M

dg = [[M]|dy
Com que la transformaci6 és canonica es pot demostrar que [M| = £1 —
|IM|| = 1, per tant
d¢ =dy

i els volums s6n iguals. Es a dir,

Transformacions canoniques al mateix espai de fases: Habitualment passem
d’un espai de fases 7 en el qual les coordenades d'un punt A sén (gq,p) a
un altre espai de fases { en que describim el mateix estat mitjangant un punt
A’ de coordenades (Q, P). No obstant, I’evluci6é dinamica d’un sistema entre
2 estats 77(tg) — #(t) també és pot descriure mitjancant una transformacié
canonica al mateix espai.

és invariant sota TC.

e Teorema de Liouville: La densitatde sistemes entorn a un donat es manté constant.

Aix0 es demostra mitjancant 1'invariant de Poincaré i tenint en compte que (pel
principi de determinacié de Newton) qualsevol punt interior al sistema considerat
mai podra sortir d’ell. En conseqiiencia:

dD 9D oD
Tl [D,H] =0, com que E—O — |[D,H] =0
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Equacié de Hamilton-Jacobi

e Buscarem una TC que ens passi de (g;, p;) a un conjunt de coordenades totes cons-
tants que podrien ser les condicions inicials (Q;, P;) = (gio, pio)- En aquest cas

K K

i, per tant K = 0. En conseqtiencia:
oF
H(qi,Pi,'t) + g =0
Ens sera util fer tus de F = F,(g;, P;;t), on p; = g—g?, aixi que

0F, 0F \ 0h
H(qll.”’qn_’_a_(,]ll.”’ﬁlt) Y =0

aquesta quaci6 es coneix amb el nom d’equacié de Hamilton - Jacobi. I és una
equaci6 diferencial per a F, d’'n + 1 variables: g; i t. Aquesta soluci6 es denota per
F, = S is’anomena funcié principal de Hamilton.

e Quan solucionem l’equacié diferenciall anterior, ens apareixen n + 1 constants d’in-
tegraci6 aq,...,a,41. Afegir o treure una una constant no afecta, ja que a 'equacié
original tenim derivades d’S. Per tant, ens podem quedar amb les «; i, tenint en
compte que P; és constant, podem dir que P; = «; i, en conseqiiéncia:

F, = Fx(q;, Pi;t) = S(qi, 045 t)
com esperavem.

e Aleshores,

0S(g;, a;;t
pi = % = f(qi, ai;t)
1
dS it
Qi = % = g(qi,oci; t) = ,Bi = const.

De la transformada inversa:

9 = qi(Qi, P;t) = qi(Br, ax; t)

pi = flqi(ax, Bi:t), ax; t] = piak, Br; t)
e Amb g; i p; tenim la solucié completa de les equacions de moviment de Hamilton.
e S és, per tant, el generador d'una TC a coordenades i moments constants.

e Si derivem la funcié principal de hamilton respecte del temps:

ds dS as
G Ly ity =Lpidi—H=L
dt ;aqi 'oot ; o

Es a dir S és 'acci6 del sistema:
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