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Les propietats d’una forma bilineal son les segiients, Vu,v € E; A € K:

p:ExE—R
(u,v) — ¢(u,v)

Producte escalar euclidia: és una aplicaci6 ¢ de F X E en R que és una forma bilineal, simétrica i
definida positiva.

1. Es bilineal perqué compleix les tres propietats descrites anteriorment.

2. Es simétrica ja que, si considerem la segiient base de E: {ei}1<i<n, tenim que la matriu del producte
escalar és:

€1€1 o €1€p €1€1 et €1€p
B=| S L =B
€En€l " €Ep€p €En€1 "+ €Ep€p
és a dir que per a u,v € E:
o(u,v) = p(v,u) & bji = p(ej,e;) = p(ei, e5) = by;
3. Definida positiva ja que:
e o(u,u) >0
e p(u,u) =0 & u=0

Propietats métriques basiques. Sigui E un espai vectorial:

e Definim la norma d’un vector com ’aplicacié no lineal:
| ||:E— R
u > [[ull
Amb les segiients propietats:
Nl =0 < u=0.
- [Ikul] = O[K|||ul].
N+ ]| < Jul] + ||v]| (desigualtat triangular).

Nl = Velu,u) = Vu-u.

u o] <Jull - ||v]| (desigualtat, o lema, de Cauchy-Schwarz).

T = W N =



e Diem que un vector és unitari si [|[u|] =1 = ¢(u,u) = 1.

Dos vectors u,v € FE son ortogonals si ¢(u,v) = 0. Per tant, el vector 0 és ortogonal a tots els vectors.

Sempre que tinguem un vector u € FE | u # 0, podem obtenir un vector unitari ' com es mostra:

u

T Vewu)  Vuou

l
(%

Definim la distancia entre dos vectors p,q € E com d(p, q) = ||pg||

A partir del lema de Cauchy-Schwarz definim ’angle entre dos vectors com:

- u-v
COSUV = T
[lulll[v]]

Conceptes d’ortogonalitat.

e Dos vectors sén ortogonals u,v € E entre si, si u-v = 0.

e Un subconjunt S de E és ortogonal si qualsevol parell de vectors de S diferents sén ortogonals. A més,
si es compleix que ||u]| =1 (Vu € S) direm que S és ortonormal.

e Si S és un conjunt de vectors ortogonals dos a dos S és linealment independent.
e Si dim F = n el nombre maxim de vectors ortogonals dos a dos és n.

e Sigui E un R—espai vectorial de dimension n dotat d’un producte escalar ¢, es té que sempre existeix
una base ortonormal de E.

e Si tenim una base eq,...,e, ortonormal, amb B com a matriu de ¢, el procediment per trobar la
matriu C' de ¢ en una segona base u1,...,u, és el segiient:

Sabem que podem expressar ambdues bases I'una en funci6é de l'altra mitjangant les matrius P i @ de
canvi de base directe i invers, respectivament; és a dir:

k k
Uy = § D; €k € = E q; Us
k 7

Per tant,
ezl =e (zz) ST S pherer) = ST S bt = PUBP
k l k l k l
bri

C = P'BP

Bases ortonormals. Métode d’ortonormalitzacié de Gram-Schmidt

Demostrem, per induccio sobre r, que per a qualsevol R—espai vectorial E de dimensio finita, sempre existeix
una base ortonormal:

Sigui eq, ..., e, una base qualsevol d’E, podem considerar els segiients subespais:
EyCEy;,CEsC...CE,
Aleshores, cadascun d’aquests subespais, esta generat per:
FEi=<e; > FEy=<ej,ea> ..., FE,=<e,...;ep>

1. Comprovem que la hipotesi es compleix per al cas més senzill:
€1

e Sie # 0 = 3 up = \/7 Per tant, uy és unitari i és una base ortonormal d’Fj. Es a dir
€1€1

Fi=<e >=<u; >.



2. Suposem que la hipotesi es compleix per a un determinat r:
?
E.=<uj,...,up > = E,qp1=<Up,...,Up,Ups1 >

3. Demostrem que es compleix per a r + 1:

Sabem que E,;1 =< e1,...,€er, €41 >, aleshores, per hipotesi, suposem que ja hem ortonormalitzat els r
vectors anteriors, és a dir que E, 11 =< U1, ..., Up, €pp1 >.

Aleshores, tenim que
Upyy = €rq1 + Mug + .o 4 N,
Aquest u;. ., ha de ser ortogonal a la resta dels r vectors, per tant:

0=uq-u. =y - eppr + AN up - ur FNugug . A ugu,
~—— ~—~ ~—

=1 =0 =0

-1

0=ty Uy =t erpr + N U ug o Ny ue g A U U
—— ——

=0 =0 =1

Per tant, es veu que A\’ = —p(ui, ery1)

Un cop definit u;.,;, sabem que tot el conjunt és linealment independent, per tant, només ens queda
normalitzar-lo per a fer-lo unitari i obtindrem una base ortonormal, per tant, ens queda que:

E.p1=<e1,....emerp1 >=< UL, .., Up, Upp1 >

Com voliem demostrar.
Per a qualsevol base ortonormal es compleix que u; - u; = d;5, sent d;; la Delta de Kronecker.
El producte vectorial:

Sigui E un espai vectorial de dimensi6é 3, amb una base eq, €2, 3 ortonormal (qualsevol, perd directa), per a
definir el producte vectorial (u A v), buscem un vector = € E tal que

Yw € Bw - x = det(u, v, w)

€4

d’on x = u A v. Aquest vector x, expressat en la base anterior és de la forma
x=(z-e1)e1 + (x-ea)es + (- e3)es,

per tant, si hem dit que x = u Av

uy U1 1 uy V1 0 up V1 0
x=uAv=det(u,v,e1) + det(u,v,es) + det(u,v,e3) =| ug va 0 |+| ug v2 1 |+]| ug v
€4 €; €;
us U3 0 us Vs 0 us U3 1

up V1 €
X | U2 Vg €3
uz vz €3

Propietats del producte vectorial.

1. Anticommutatiu: u Av=—v Au

2. Lineal: (u+uw)Av=uAv+u Av,ameés (kuAv)=Fk(uAv)



3. uAwv és ortogonal a u i v.

e

uAv=0 <= u,v s6n linealment dependents.
5. Si uAwv # 0, aleshores {u,v,u A v} és una base amb la mateixa orientacié que {eq, ez, e3}

6. w- (uAv)=dete, (u,v,w).

APLICACIONS ENTRE ESPAIS VECTORIALS

Sigui F un espai vectorial euclidia, considerem una aplicacié lineal d’aquest espai vectorial a ell mateix
(endomorfisme):

f:E —FE
u — f(u)
v — f(v)

wev— fu)- f(v)

La particularitat d’aquestes aplicacions és que conserven el producte escalar, la métrica, la norma dels
vectors... Les aplicacions que compleixen aquests requisists s’anomenen ISOMETRIES o APLICACIONS
ORTOGONALS i son, les rotacions i les simetries (aplicacions molt restrictives). Com que el producte
escalar es conserve, aquestes aplicacions sén lineals i, a més, compleixen les segiients propietats:

L)l = [full-

2. Si u,v soén ortogonals, f(u), f(v) son ortogonals.

3. f és bijectiva (només cal que sigui injectiva, ja que un endomorfisme duu implicita la exhaustivitat).
4. Els valors propis de f poden ser +1 o —1, tot i que pot no tenir-ne.

5. Si u, v sén dos vectors propis amb valors propis diferents, u, v son ortogonals.

6. f és ortogonal <= f(e;)f(e;) = ese;.

7. f és ortogonal <= A'GA = G; on A és la matriu de f en la base ¢;,...,¢e, i G és la matriu del
producte escalar.

8. Si tenim una base ortonormal es compleix que G = I.
9. Si M—! = M?, diem que M és ortogonal.

10. Si A és la matriu de f en una base ortonormal det A = £+1

Descriurem per O(E) el conjunt d’aplicacions ortogonals d’E. Es un grup amb composicié, és a dir, si
fyg € O(F) tenim que go f € O(F). La funcié inversa sempre existeix (ap. bijectives).

Sigui f: E — F, amb F i F espais euclidians, tenim que u-v = f(u) - f(v),1 E i F son isométrics si f és
ortogonal. A més, perqué siguin isomeétrics dim £ = dim F.

TIPUS D’APLICACIONS ORTOGONALS.
Distingim tres casos:
1. Isometries de la recta: 0(1) = {I,—1I}.

2. Isometries del pla: O(2).

3. Isometries de lespai: O(3).



2. ISOMETRIES DEL PLA, O(2).

Considerem eq, e una base ortonormal i f una aplicacié ortogonal amb matriu A. Depenent del valor del
determinant d’aquesta matriu (1 o -1), ens trobem amb els segiients dos casos:

2.1 SIMETRIES; det A = —1:

En aquest cas, la matriu A és de la forma

(a b) amb a®+0%=1.
b —a

Diem que f € O~ (2), que és el grup de les simetries. Sempre existeix una base ortonormal on la matriu pren

la forma:
1 0
0 -1

Com podem comprovar, les simetries tenen els valors propis +1 i —1 (es pot comprovar fent el polinomi
caracteristic de la matriu de la simetria, tenint en compte que a2 + 5> = 1 ). Es creen dos subespais
Ey € Nuc(f — 1) i E_q, per tant:

a—1 b z\ (0 — Y b
b —a-—1 y ) \0 r=arh y=h

Per tant, tenim que By =< (a4 1,b) > i, a més, és l'eix de la simetria. I E_; =< (=b,a + 1) >.

Com que f és simétrica, tenim que {f(e1), f(e2)} també formara una base ortonormal de E, pero la seva
orientaci6 sera contraria a ej, e; (causa: det A = —1).

2.2 ROTACIONS, det A = +1

En aquest cas, la matriu A és de la forma

(a _b) amb a®+0%=1.
b a

Diem que f € O"(2), que és el grup de les rotacions. Aquest grup commuta, a més, si g, f € O1(2) tenim
geu go f € OF(2) Con que a? + b = 1, podem veure que ambdos valors estan compresos entre 1 i —1, per
tant, la matriu A, pot ser expressada de la seglient manera:

cosp —singp
sin ¢ cos ¢
En general, f € O (2) no té valors propis, si en té, només poden ser +1 o —1 (per tant, la matriu és I o bé

-I).

La matriu A és (gairebé) invariant, gairebé perque, tot i que a si que és totalment invariant, tenim b pot
canviar de signe depenent de la orientaci6 de les bases (si tenen la mateixa orientacié +1, si no —1).

Si u, v s6n vectors unitaris, hi ha una tnica rotacio6 tal que f(u) = v.

-

Quant als angles de la rotaci6, és important tenir en compte que, si f(u) = v, aleshores uv = uf(u). Per
trobar l'angle ¢ de rotaci6 a partir de la matriu de laplicacié: trA = 2cos .



Aleshores, sigui A el conjunt de tots els angles, tenim que:
(07(2),0) — (A, +)
[ uf(w)
g+— ug(u)
g0 f > ug(f(w)) = uf () + f () f(F(w)

I—au=0

F e uf () = flu)u = —af(u)

3. ISOMETRIES DE L’ESPAI, O(3)
Sigui f € O(3) de nou, tornem a considerar dos casos segons el valor del dereminant.
3.1 ROTACIONS; det f = +1

Sempre existeix un vector propi de valor propi +1 (el polinomi caracteristic és de grau tres, per tant, té
sempre una arrel real). Si tenim la segiient base ortonormal wuj,us,us, aleshores, u; és el vector propi de
valor propi +1 (f(u1) =wuq) i és, també, l’eix de la rotacio.

1 0 0
matriu de f=| 0 cosp —singp
0 sing cos ¢

La matriu, ens descriu una rotacié d’angle ¢ i eix < u; >. Per a trobar el valor de l’angle: tr = 1+ 2 cos ¢.
Com que l'eix de la rotacio és el vector propi de valor propi +1, si aquest vector no és de la base s’haura
d’ortonormalitzar.

En resum, sigui eq, e9, e3 una base ortonormal qualsevol i A la matriu d’una aplicacié f ortogonal, tenima
que A* = A™1 (fet que ens ha permés trobar com és la matriu), a més det A = +1.

e Per buscar 'eix de la rotacié hem de buscar el vector propi amb valor propi +1:

Nuc(A—1) =< u; >= dimensié 1.

e [’angle de la rotacio és ¢; tr = 1 + 2 cos ¢.

e Ens queda una base ortonormal (potser cal aplicar Gram-Schmidt per obtenir-la) en la qual, el primer
vector és l'eix de la rotacio, i els altres dos, sén otrogonals a uy.

3.2 CASOS EN QUE det f = —1

Si det f = —1 sempré té el valor propi -1, i en conseqiiéncia, donada una base u1, us, uz, tindrem que f(u;) =
—uy. Es a dir, u; és el vector propi de valor propi -1, en aquest cas, per trobar-lo, fem Nuc(f +1) =< u; >.
Quant a ug, u3, tenim que det f(uz,u3) = +1, per tant < f(us,uz) >€ OF(2), és a dir, és una rotacié en el
pla.

La matriu de f és la segiient:

-1 0 0
0 cosp —singp
0 singp cos ¢

Per tant, tenim una simteria respecte el pla 1 < u; > i una rotacié d’angle ¢ i eix < u; >. Si ¢ = 0, diem
que tenim una simetriua pura i, si ¢ = 7 diem que es tracta d’una simetria puntual.



