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I. Àtoms d’un Electró

µ =
meM

me +M
r = r2 − r1 R =

Mr1 + mer2
M + me

Hamiltonià:

H = − ~2

2(M + me)
∇2

RCM
− ~2

2µ
∇2

r + V (r) = HCM +Hr

Moment angular orbital:

L =
1

~
r× p = −ir×∇ [Li, Lj ] = iεijkLk [L2, Li] = 0

L2Y`m = `(`+ 1)Y`m LzY`m = mY`m

〈Y`′m′ |Y`m〉 = δ``′δmm′

Y ∗`m = (−1)mY`−m Y`m(θ, φ) = (−1)`Y`m(π − θ, π + φ)

Camp central:

ψn`m(r, θ, φ) = Rn`(r)Y`m(θ, φ) Pn`(r) = rRn`(r)

− ~2

2µ

d2Pn`(r)

dr2
+

[
~2`(`+ 1)

2µr2
+ V (r)

]
Pn`(r) = En`Pn`(r)

〈Pn`(r)|Pn′`(r)〉 = δnn′ nr = n−`−1 En = − Z
2

2n2
mec

2α2

n−1∑
`=0

(2`+ 1) = n2

Teorema del virial:

2〈T 〉 − 〈r ·∇V 〉 = 0

2〈T 〉+ 〈V 〉 = 0 〈T 〉 = −En 〈V 〉 = 2En

〈v2〉1/2

c
=
Z

n
α

Àtoms de Rydberg

Zef = 1 〈r〉n ≈ n2a0 ∆En,n+1 ≈
2|E1|
n3

Efecte de massa finita del nucli:

En = − Z
2

2n2
(µα2c2) =

µ

me
En(M =∞)

aµ =
~2

µe2
=

me

µ
a0 Eµ =

µ

me
Eh

Efecte de tamany finit del nucli:

∆E =
Z4e2

n3a3µ

2

5
R2
Nδ`,0 =

Z4

n3
2

5

(
RN
aµ

)2

Eµδ`,0

Àtoms exòtics:
(i) Positroni (e+, e−): µ =

me

2
, aµ = 2a0

(ii) Muoni (µ+, e−)

(iii) Àtoms muònics (e− ↔ µ−)

(iv) Àtoms hadrònics (e− ↔ hadró−)

Moment angular d’spin

S =
σ

2
χms ≡ |s,ms〉

S2 |s,ms〉 = s(s+ 1) |s,ms〉 Sz |s,ms〉 = ms |s,ms〉
Moment angular generalitzat

J2 |j,m〉 = j(j + 1) |j,m〉 Jz |j,m〉 = m |j,m〉

Acoblament de dos moments angulars:

J2 = J2
1 + J2

2 + 2J1 · J2 Jz = J1z + J2z

m = m1 +m2 j = |j1 − j2|, . . . , j1 + j2 m = −j, . . . , j
|j1, j2,m1,m2〉 → |j1, j2, j,m〉

Acoblament de L i S:

|`, s,m`,ms〉 = Y`m`
χsms

[J2, Lz + Sz] = 0 [J2, Lz] 6= 0 [J2, Sz] 6= 0

|l, s, j,m〉 ≡ Ω`
jm(θ, φ)

〈
Ω`′
j′m′

∣∣∣Ω`
jm

〉
= δjj′δmm′δ``′

L · S |j,m〉 =
1

2
[j(j + 1)− `(`+ 1)− s(s+ 1)] |j,m〉

Moments dipolars magnètics:

µL = −µBL µS = −gsµBS U = −µ ·B

Equació de Pauli

HP =
1

2m

(
p +

e

c
A
)2
− eϕ− µS ·B

ψn`m`mS
(r, θ, φ) = Rn`(r)Y`m`

(θ, φ)χmS

Estructura fina:

HD = α · (pc− qA) + βmc2 + qϕ

Hm = − −p
4

8m3c2
I2 HSO = − e~

2m2c2
S · (∇ϕ× p)

HDw = − e~
2m2c2

∇2ϕI2 =
π~2e2Z
2m2c

δ(r)I2
Total:

∆Enj = En

(
Zα

n

)2
(

n

j + 1
2

− 3

4

)
< 0

∣∣∣∣∆EnjEn

∣∣∣∣ ≈ 5× 10−5
Z2

n2
j = `± 1

2
Z ≤ 30



Particulars:

∆Em = En

(
Zα

n

)2
(

n

`+ 1
2

− 3

4

)

∆EDw = −Zα
2

n
Enδ`,0

∆ESO = −En
(Zα)2

2n
(
j + 1

2

) (
`+ 1

2

) ·


+ 1 j = `+
1

2

0 j = 0

− 1 j = `− 1

2

Estructura hiperfina:

µ = gIµNI F = J + I F = |j − I|, . . . , j + I

∆Ehip = C〈J · I〉 = C
1

2
[F (F + 1)− j(j + 1)− I(I + 1)]

∆EF+1 −∆EF = C(F + 1)

II. Àtoms multielectrònics

H = − ~2

2m
∇2

R0
−

N∑
i=1

~2

2me
∇2

Ri
−

N∑
i=1

Ze2

ri
+
∑
i<j

e2

rij

HCM = − ~2

2(M +Nme)
∇2

R

Hrel = − ~2

2µ

N∑
i=1

∇2
ri−

~2

2M

∑
i<j

∇ri ·∇rj−
N∑
i=1

Ze2

ri
+
∑
i<j

e2

rij

Sistema de partícules idèntiques

[Tij ,H] = 0 Tijψ = ±ψ

[H, P ] = 0

TS: TijψS = ψS ∀i, j ⇔ PψS = ψS ∀P
TA: TijψA = −ψA ∀i, j ⇔ PψA = (−1)PψA ∀P

SN =
∑
p

p

N !
= S†N = S2

N AN =
∑
p

(−1)p
p

N !
= A†N = A2

N

Fermions sense interacció

H0ϕi = Eiϕi ⇒ E =
∑
i

Ei ψ =
∏
i

ϕi

Determinant d’Slater:

ψA(x1, ..., xN ) =
1√
N !

∑
p

(−1)pϕ1(xp1) · · ·ϕN (xpN )

Model de partícules independents per l’àtom (MPI)

HMPI =
N∑
i=1

(
− ~2

2µ
∇2
i + Vef(r)

)
Vef(r) = −Ze

2

r
+ S(r)

Potencial de ionització (per un e− de valència ns1)

Ip =
Z2

ef
2n2

Eh

Àtom d’Heli

H '
(
− ~2

2m
∇2

1 −
Ze2

r1

)
+

(
− ~2

2µ
∇2

2 −
Ze2

r2

)
+
e2

rij

Estat fonamental 1s2

Sense interacció: E = En=1 + En=1

Teoria de pertorbacions: ∆E = 5
8Z

Mètode variacional: E = Z2
ef − 2ZefZ + 5

8Zef
Zef = Z − 5

16

Nivells excitats (1s, n`)

Ψ = ψ+χ00 Ψ = ψ−χ1MS

ψ±(r1, r2) =
1√
2

[u1s(r1)unlm(r2)± unlm(r1)u1s(r2)]

Sense interacció: E = E1s + Enl = −Z2

2

(
1 + 1

n2

)
Teoria de pertorbacions: ∆E = J ±K

J =

¨
|ϕ100(r1)|2

e2

r12
|ϕn`mL

(r2)|2dr1dr2

K =

¨
ϕ∗100(r1)ϕ

∗
n`mL

(r2)
e2

r12
ϕ100(r2)ϕn`mL

(r1)dr1dr2

Mètode variacional: E = I(Z1s) + I(Znl) + J +K

Degeneració

D(n`; q) =

(
2(2`+ 1)

q

)
=

[2(2`+ 1)]!

[2(2`+ 1)− q]!q!

2S+1L⇒ D =
∑
LS

(2L+ 1)(2S + 1)

2S+1LJ ⇒ D = 2J + 1

Acoblament LS (o acoblament de Russell-Sanders)

∆Eso =
1

2
Tα(L, S)[J(J + 1)− L(L+ 1)− S(S + 1)]

Capa menys que semiplena: Tα > 0

Capa més que semiplena: Tα < 0



Capa semiplena Tα = 0

Regla de l’interval de Landé:

E(J+1)−E(J) = Tα(J+1)⇒ E(J + 1)− E(J)

E(J)− E(J − 1)
=
J + 1

J

Paritat
Paritat = (−1)

∑
i li

III. Àtoms en Camps Externs
(Efecte Zeeman)

H = − ~2

2m
∇2 − Ze2

r
+ µBB(Lz + 2Sz) +

~2

2m2
ec

2

Ze2

r3
L · S

Situació en què HB � HSO

Zeeman Normal

E = En + ∆Em`+2ms = En + µBB(m` + 2ms)

Paschen-Back

En`m`ms = En+∆Em`+2ms−En
Z2α2

n

m`ms

`
(
`+ 1

2

)
(`+ 1)

(1−δ`0)

Situació en què HB � HSO

Sense pertorbar:

∆ESO = −En
(Zα)2

2n
(
j + 1

2

) (
`+ 1

2

) ·


+ 1 j = `+
1

2

0 j = 0

− 1 j = `− 1

2

Efecte Zeeman Anòmal:

∆EB = µBBmj

(
2j + 1

2`+ 1

)
= µbBgjmj

Fórmula de Landé:

gj =g`
j(j + 1) + `(`+ 1)− s(s+ 1)

2j(j + 1)

+ gs
j(j + 1) + s(s+ 1)− `(`+ 1)

2j(j + 1)

Àtoms multielectrònics

H′B = µBB(Lz + 2Sz)

Camp B intens:

• Z.N.: ∆EB = µBB(ML + 2MS)

• P.B.: ∆EB = µBB(ML + 2MS) + ∆ESO(B 6= 0)

Camp B feble:
∆EB = gJµBBMJ

Fórmula de Landé:

gJ = 1 +
J(J + 1) + S(S + 1)− L(L+ 1)

2J(J + 1)

IV. Radiació

Regles de selecció (dipolar elèctric):
Estructura grossa:

∆` = ±1, ∆m` = 0,±1 ∆ms = 0

Estructura fina:

∆` = ±1, ∆j = 0,±1 ∆mj = 0,±1

Multielectrònics:

∆J = 0,±1, ∆MJ = 0,±1 πf = −πi

A. Constants i Unitats

α =
e2

~c
=

e2

4πε0~c
=

1

137, 036

mec
2α2 =

e2

a0
=

mee
4

~2
= 27, 2114 eV ≡ Eh

a0 =
~2

mee2
= 5, 2918× 10−11 m

µB =
e~

2mec
=

1

2c
=
α

2

µN =
e~

2mec
=

µB
1836, 15

1 cm−1 = 1, 23984× 10−4 eV

1 eV = 8065, 54 cm−1

1 cm−1 = 2, 988× 104 MHz

B. Teoria de Pertorbacions

H = H0 +H′ E ≈ En + ∆E

Sense degeneració: ∆E = 〈ψ0|H′ |ψ0〉
Amb degeneració: ∆E = 〈ψ0β|H′ |ψ0α〉

C. Mètode Variacional

H |ψn〉 = En |ψn〉 |φ〉 = |ψn〉 E0 ≤ E[φ] =
〈φ|H |φ〉
〈φ|φ〉

δE[φ] = 0


