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I. Cristal·lografia

Xarxa de Bravais:
R = n1a1 + n2a2 + n3a3 ni ∈ Z

Cel·la primitiva: unitària de volum mínim.

Vp = |a1 · (a2 × a3)|

Xarxa recíproca: {b1,b2,b3}
G = k1b1 + k2b2 + k3b3 ki ∈ Z

b1 = 2π
a2 × a3

Vp
b2 = 2π

a3 × a1

Vp
b3 = 2π

a1 × a2

Vp

bi · aj = δij exp(iG ·R) = 1

V ∗p =
(2π)2

Vp

Funció n(r) amb la peridocitat de la X.D.

n(r) =
∑
G

nGeiG·r nG =
1

Vc

ˆ

C

dV n(r) exp(−iG · r)

Plans Cristal·lins

G = hb1 + kb2 + lb3 |G| = 2π

d

Xarxes Cúbiques:
Cúbica simple (sc): 1 nus/cel·la conv. V = a3, 6 1rs. v.

ai = aei, bj =
2π

a
ej

Cúbica centrada a l’interior (bcc): 2 nusos/cel·la conv.
Vp = a3/2, |ai| = a

√
3/2, θij = 110◦ , 8 1rs. v.

a1 =
a

2
(−x + y + z), a2 =

a

2
(x− y + z), a3 =

a

2
(x + y − z)

b1 =
2π

a
(y + z), b2 =

2π

a
(x + z), b3 =

2π

a
(x + y)

Cúbica centrada a les cares (fcc): 4 nusos/cel·la conv.
Vp = a3/4, |ai| = a

√
2/2, θij = 60◦ , 12 1rs. v.

a1 =
a

2
(y + z), a2 =

a

2
(x + z), a3 =

a

2
(x + y)

b1 =
2π

a
(−x+y+ z), a2 =

2π

a
(x−y+ z), b3 =

2π

a
(x+y− z)

Altres xarxes:
Hexagonal: Vp = a2c

√
3/2

a1 = ax, a2 =
a

2
(x +

√
3y), a3 = cz

b1 =
2π

a
√

3
(−y +

√
3x), b2 =

4π

a
√

3
y, b3 =

2π

c
z

d =
a√

3
3 (h2 + k2 − 4k) + a2

c2 l
2

Base 2 àtoms:

r1 = 0 r2 =
a1 + a2

3
+

a3

2

II. Difracció Elàstica

Llei de Bragg
2d sin θ = nλ

Amplitud de dispersió:

F =

ˆ

V

dV n(r)ei(k−k
′)·r =

∑
G

ˆ

V

dV nGei(G−∆k)·r

Condició de difracció:
∆k = G

Llei de Laue:
2k ·G = G2

Factor d’estructura i de forma atòmica

SG =

ˆ

C

dV n(r) exp(iG · r) =
∑
j

e−iG·rj
ˆ

C

dV nj(ρ)e−iG·ρ

fj =

ˆ

C

dV nj(ρ)e−iG·ρ SG =
∑
j

fje
−iG·rj

Exemples:
S.C.
1 sola espècie: S = f
2 espècies diferents: S = f1 + f2 exp(−iπl)
2 espècies iguals: S = f [1 + exp(−iπl)], ext. si l senar
B.C.C.
1 espècie: S = f{1+exp[−iπ(h+k+ l)]} cal que h+k+ l parell.
F.C.C.
1 espècie: cal que índex mateixa paritat

S = f{1 + exp[−iπ(h+ k)] + exp[−iπ(h+ l)] + exp[−iπ(k+ l)]}

III. Gas de Fermi. Teorema de Bloch

Gas d’electrons lliures:

ψk,s(r) =
1√
V

exp(ik · r)χ 1
2 ,ms

Ek =
~2k2

2m

Dens. espais ocupats en espai k:

1 estat

(2π/L)3
=

V

8π3

Estat fonamental:

N = 2

(
4π

3
k3
F

)(
V

8π3

)
ρ =

N

V
=

k3
F

3π2

kF =

(
3π2N

V

)1/3

= (3π2ρ)1/3 EF =
~2

2m
(3π2ρ)2/3

Etot = 2

kFˆ

0

EkNkdVk = 2

kFˆ

0

~2k2

2m

V

8π3
4πk2dk =

3

5
NEF



Estats excitats:

f(E, T ) =
1

exp
[
E−µ
kBT

]
+ 1

µ ≈ EF

[
1− 1

3

(
πkBT

2EF

)2
]

Densitat d’estats D(E):

dN =

(
V

2π2

)(
2m

~2

)3/2

E1/2dE

D(E) =

(
V

2π2

)(
2m

~2

)
E1/2 =

3

2

N

E

D(E)dE = D(k)dk =
V

4π3
dVk =

V

π2
k2dk

Número de partícules:

N =

∞̂

0

dED(E)f(E)

Energia interna i capacitat calorífica:

U =

∞̂

0

dEED(E)f(E)

∆U =

∞̂

0

dEED(E)f(E)− 3

5
NEF ≈

π2

6
(kBT )2D(EF )

C =
d(∆U)

dT
=
π2

3
kBT

2D(EF ) =
π2

2

(
kBT

EF

)
NkB

Teorema de Bloch

V (r) =
∑
G

VG exp(iG · r) VG =
1

Vc

ˆ

C

drV (r) exp(−iG · r)

φk(r) = eik·ruk(r) =
∑
G

Ck−Gei(k−G)·r

[
~2|k−G|2

2m
− Ek

]
Ck−G +

∑
G′′

VG′′−GCk−G = 0

IV. Conseqüències del Teorema de Bloch

Model de Xarxa Buida:

VG = 0 φk(r) = Ck−Gei(k−G)·r Ek−G =
~2

2m
|k−G|2

Electrons quasilliures:

φk(r) =
∑
G

Ck−Gei(k−G)·r k2 ≈ |k−G|2

No degenerat:
φk(r) = Ck−Gei(k−G)·r

E(k−G) =
~2

2m
|k−G|2+V0+

∑
G′′ 6=0

|VG′′ |2
~2

2m |k−G|2 − ~2

2m |k−G−G′′|2

Degenerat (x2):

E± =
~2

2m
|k−G|2 ± |VG′ |

Electrons fortament lligats:

ψk(r) =
1√
N

∑
j

eik·rjΩ(r− rj)

Bandes:
E(k) = E0 − α− γ

∑
m

eik·ρm

Superfície de Fermi:

En(k) = EF

2n orbitals per banda.

VI. Dinàmica dels Electrons de Bloch

Model semiclàssic
Velocitat de grup

vn(k) =
1

~
∇kEn(k)

∣∣∣∣
k=k0

Eq. moviment espai de vectors d’ona:

F = ~
dk

dt

Evolució temporal en presència de camps:

~
dk

dt
= −e[E + vn(k)×B]

Corrent elèctric
je = −eve(ke)

Massa efectiva

ai =
1

~2

3∑
j=1

∂2E

∂ki∂kj
Fj

(
1

m∗

)
ij

=
1

~2

∂2E

∂ki∂kj

d2r

dt2
=

(
1

m∗

)
F

VII. Moviment dels ions. Fonons

1D; base monoatòmica

V =
∑
s

C

2
(us+1 − us)2 Fs = − ∂V

∂us
= C[us+1 + us−1 − 2us]

us(x, t) = uei(kx−ωt) = uei(ksa−ωt) ω =

√
4C

m

∣∣∣∣sin(ka2
)∣∣∣∣

Solució general i velocitat de grup:

us(x, t) =
∑
k

Akei(ksa−ωkt) vg =
dω

dk

∣∣∣∣
k=k0

= a

√
C

m
cos

(
ka

2

)
Velocitat de fase, velocitat del sol i ωmax:

vf =
ω

k

∣∣∣
k→0

a

√
C

m
, vso =

dω

dk

∣∣∣∣
k→0

= a

√
C

m
, ωmax =

√
4C

m
=

2vso

a

D branques acústiques, Dp−D branques òptiques.
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1D; base diatòmica

Fus = C[vs + vs−1 − 2us] Fvs = C[us + us−1 − 2vs]

ω2 = C

m +M

mM
±

[(
m +M

mM

)2

− 2(2− cos ka)

mM

]1/2


ω+ : branca òptica, ω− : branca acústica
k → 0

ω+(k) ≈
√

2C

(
m +M

mM

)1/2

ω−(k) ≈
(

C/2

m +M

)1/2

ka

k → ±π/a

ω+ =

√
2C

m
ω− =

√
2C

M

3D, base monoatòmica

Fs,α = −
∑
r

∑
β

φαβ(s, r)ur,β α, β ∈ {x, y, z}

φα,β =
∂2V

∂us,α∂ur,β
ms

d2us,α
dt2

= −
∑
r

∑
β

φαβ(s, r)ur,β

det[φαβ(s, r)−mrω
2δsrδαβ ] = 0 us(t) = Aei(k·Rs−ωt)

A. Relacions Útils

sin(x) ≈ x− x3

3!
cos(x) ≈ 1− x2

2

sin
(π

2
+ x
)

= cos(x) cos
(π

2
+ x
)

= − sin(x)

sin(α+ β) = sinα cosβ + cosα sinβ

cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ

sin(α− β) = sinα cosβ − cosα sinβ

cos(α− β) = cosα cosβ + sinα sinβ

sin(2α) = 2 sinα cosα cos(2α) = cos2 α− sin2 α

sin2(α) =
1

2
[1− cos(2α)] cos2(α) =

1

2
[1 + cos(2α)]

sinα+ sinβ = 2 sin
α+ β

2
cos

α− β
2

sinα− sinβ = 2 cos
α+ β

2
sin

α− β
2

cosα+ cosβ = 2 cos
α+ β

2
cos

α− β
2

cosα− cosβ = 2 sin
α+ β

2
sin

α− β
2

sinα sinβ =
1

2
[cos(α− β)− cos(α+ β)]

cosα cosβ =
1

2
[cos(α− β) + cos(α+ β)]

sinα cosβ =
1

2
[sin(α− β) + sin(α+ β)]

~2

2me
4π2 ≈ 150 eVÅ2

x2 − 2jx+ c2 = 0 → x± ≈ j
[
1±

√
1− c

j2

]
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