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I. Geometria Diferencial
Camps de vectors i corbes integrals

~v ≡ d

dλ
=

dxi

dλ

∣∣∣∣
p

∂

∂xi
= vi(x)∂i → vi(x) =

dxi

dλ

Commutador: [~v, ~w] =
(
vi∂iw

j − wi∂ivj
)
∂j = −[~w,~v]

{~vi} és base coordenada ⇔ [~v(j), ~v(k)] = 0.
Tensors en una varietat
Vectors i vectors duals:

~v = vi~ei = vi∂i ∈ Tp p̃ = piω̃
i = pid̃x

i ∈ T ∗p

ω̃j(~ei) = d̃xj (∂i) =
∂xi

∂xj
= δij d̃f =

∂f

∂xi
d̃xi

~ei′ = Λii′~ei ω̃
i′ = Λi

′

i ω̃
i vi

′
= Λi

′

i v
i pi′ = Λii′pi

Tensor
(
N
M

)
: T : T ∗p × . . .× T ∗p × Tp × . . .× Tp → R

T = T i...jk...l (~ei ⊗ . . .⊗ ~ej ⊗ ω̃k ⊗ . . .⊗ ω̃l)

T i
′...j′

k′...l′ = Λi
′

i . . .Λ
j′

j Λkk′ . . .Λ
l
l′T

i...j
k...l

Mètrica: g, tensor
(

0
2

)
:

g = gijω̃
i ⊗ ω̃j = g(~ei, ~ej)(ω̃

i ⊗ ω̃j) ≡ ~ei · ~ej(ω̃i ⊗ ω̃j)

gijg
ik = δkj vi = gijv

j vi = gijvj ~v · ~w = gijv
iwj = vjw

j

Derivada de Lie

£~vf |t0 = vi
∂f

∂xi
= ~v(f) £~u~v = [~u,~v]

Transport d’un vector per Lie:

£~u~v = 0 → ui∂iv
j − vi∂iuj = 0

Propietats:
£~v (p̃(~u)) = (£~vp̃) (~u) + p̃ (£~v~u)

£~v (T⊗Q) = (£~vT)⊗Q + T⊗ (£~vQ)

£~v(d̃f) = d̃£~v(f) £a~v = a£~v £[~v,~u] = [£~v,£~u]

Simetries i vectors de Killing
Equació de Killing:

£~vg = 0

(£~vg)ij = vk∂kgij + ∂iv
kgkj + ∂jv

kgik

Nombre màxim: n(n+1)
2 ∂jvi + ∂ivj = 2vlΓ

l
ji

p-formes
Components, dimensió i producte exterior:

αi...j = α[i...j] Cnp =
n!

p!(n− p)!
ω̃ ∧ σ̃ = ω̃ ⊗ σ̃ − σ̃ ⊗ ω̃

En una base:
α̃ =

1

p!
αi...jω̃

i ∧ . . . ∧ ω̃j

(p̃∧q̃) =
1

(p+ q)!
(p̃∧q̃)i...lω̃i∧. . .∧ω̃l =

1

p!q!
p[i...jqk...l]ω̃

i∧. . .∧ω̃l

Producte interior i(x) : Λp → Λp−1

α̃(~x) =
1

(p− 1)!
αij...lx

iω̃j ∧ . . . ∧ ω̃l

Dual de Hodge ∗ : Λm → Λn−m

(∗T )j...l =
1

m!
ωi...kj...lT

i...k (∗B)j...l =
1

m!
ωi...kj...lBj...k

n−formes i símbol de Levi Civita

ω1...nω
1...n = 1 ωi...jω

i...j = n! ωi...j = fεi...j ωi...j =
1

f
εi...j

εijkεimn = δjmδ
k
n − δknδjm

εa1...ajaj+1...anεa1...ajbj+1...bn = (n− j)!j!δ[aj+1

bj+1
. . . δ

an]
bn

Determinant i canvi de base:

det(A) = εij...kA
1iA2j . . . Ank =

1

n!
εab...cεij...lA

aiAbj . . . Ank

f ′ = fdet(Λ)

Forma volum mètric:

g = ±ω̃1′
⊗ ω̃1′

± . . .± ω̃n
′
⊗ ω̃n

′
.

ω̃ = ω̃1′
∧ . . . ∧ ω̃n

′
=
√
|det(g)|d̃x1 ∧ . . . ∧ d̃xn

Derivada exterior

d̃α̃ =
1

p!
∂lαi...j d̃x

l ∧ d̃xi ∧ . . . ∧ d̃xj

d̃(α̃+ β̃) = d̃α̃+ d̃β̃ d̃(α̃ ∧ β̃) = (d̃α̃) ∧ β̃ + (−1)pα̃ ∧ (d̃β̃)

d̃(d̃α̃) = 0 d̃(f) = d̃f = gradf d̃(f d̃g) = d̃f ∧ d̃g

Aplicacions:
E3 → ∗(ũ ∧ ṽ) ≡ ~u× ~v

∗d̃ã ≡ ~∇× ~a d̃∗~a = (div~a)ω̃ = (div~a)d̃x1 ∧ d̃x2 ∧ dx3

Integració
ˆ

Ω

α̃ =

ˆ

U⊂Rn

α̃(~ei, . . . , ~ej)
∂xi

∂λā
· · · ∂x

j

∂λb̄
d̃xā . . . d̃λb̄

Teorema de Stokes i 0-formes:ˆ

Ω

d̃α̃ =

ˆ

∂Ω

α̃

ˆ

Ω

∗f =

ˆ

Ω

f
√
|det(g)|d̃x1 ∧ ... ∧ d̃xn

Teorema de Gauss:ˆ

∂Ω

∗~v =

ˆ

Ω

d∗~v

ˆ

∂Ω

vinid̃λ
1̄ ∧ ... ∧ d̃λn−1 =

ˆ

Ω

(divω̃~v)ω̃

Connexió i derivada covariant

∇~x(~y ⊗ ~z) = (∇~x~y)⊗ ~z + ~y ⊗ (∇~x~z)
∇~x(σ̃(~y)) = (∇~xσ̃)(~y) + σ̃(∇~x~y)

∇~x(f~z) = (∇~xf)~z + f(∇~x~z)
∇~x(t) = ~x(t)

∇f~x+g~y~z = f∇~x~z + g∇~y~z

∇~ej~ek = Γikj~ei (∇~y)(σ̃, ~x) = ∇jyiσixj → xj∇jyi = (∇~x~y)i

∇jyi = ∂j(y
i) + Γikjy

k ∇jσi = ∂jσi − Γkijσk

∇iT j···kl···m = ∂iT
j···k
l···m+ΓjsiT

s···k
l···m+...+ΓksiT

j···s
l···m−ΓsliT

j···k
s···m−...−ΓsmiT

j···k
l···s



Connexió simètrica:
Γikl = Γilk

∇~y~x−∇~x~y = [~x, ~y] = £~x~y

£~xσ̃ = xk∇kσi + σk∇ixk

Connexió mètrica:

∇g = 0 ∇αgµν = 0

Γlji =
1

2
glm(∂jgmi + ∂igmj − ∂mgij)

Transport paral·lel:

∇~v~u = 0 → vk∂ku
i + Γilkv

luk = 0

dui

dλ
+ Γilk

dxl

dλ
uk = 0

Geodèsiques

∇~v~v = 0 → d2xk

dλ2
+ Γkli

dxl

dλ

dxi

dλ
= 0

Curvatura de la connexió
Tensor de Riemann: R(~x, ~y) ≡ [∇~x,∇~y]−∇[~x,~y]

[∇~ei ,∇~ej ]~ek −∇[~ei,~ej ]~ek = Rlkij~el

Rlkij = ∂iΓ
l
kj − ∂jΓlki + ΓmkjΓ

l
mi − ΓmkiΓ

l
mj

Amb n2(n2−1)
12 components independents.

Rlk(ij) = 0 Rl[kij] = 0 Rlk[ij;m] = 0

Rklmn = gkiR
i
lmn

Tensor de Ricci i escalar de Ricci:

Rik = Rmimk R = gikRik ∇µRρµ = −1

2
∇ρR

Tensor d’Einstein:

Gij ≡ Rij −
1

2
gijR G = −R ∇iGij = 0

Divergència (respecte connexió Levi-Civita):

Γµµλ =
1√
|g|
∂λ
√
|g| ∇µvµ = ∂µv

µ+Γµµλv
λ =

1√
|g|
∂µ

(√
|g|vµ

)
II.Relativitat General

Rµν −
1

2
Rgµν = 8πTµν

Simetria Esfèrica i Forats Negres

Estàtic: killing temps + g0i = 0

ds2 = −e2φ(t,r)dt2 + e2Λ(t,r)dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

l12 =

r2ˆ

r1

√
e2Λdr

ω1

ω2
= eφ(r2)−φ(r1)

Mètrica de Schwarzschild:

ds2 = −
(

1− 2M

r

)
dt2 +

dr2

1− 2M
r

+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

Dinàmica:

gαβu
αuβ = −1 gαβk

αkβ = 0 − kαuα = ω

Si ξα és Killing i vµ geodèsica, ξαvα = gαβξ
αvβ = cnst.

u0 ≡ −Ê k0 ≡ −E uφ ≡ L̂ kφ ≡ L

Trajectòries:(
dr

dτ

)2

= Ê2−
(

1− 2M

r

)(
1 +

L̂2

r2

) (
dr

dλ

)2

= E2−
(

1− 2M

r

)
L2

r2

Mínim estable:

L̂2 =
Mr

1− 3M
r

Ê2 =

(
1− 2M

r

)2
1− 3M

r

r =
L̂2

2M

1±

√
1− 12M2

L̂2


Coordenades de Kruskal-Szekeres:

X =
( r

2M
− 1
) 1

2

er/4M cosh

(
t

4M

)

T =
( r

2M
− 1
) 1

2

er/4M sinh

(
t

4M

)
ds2 =

32M3e−r/2M

r
(−dT 2 + dX2) + r2dΩ2

Teoria Linealitzada i Ones Gravitacionals

gµν = ηµν + hµν |hµν | � 1 h̄µν = hµν −
1

2
ηµνh

α
α

hµν → h′µν = hµν − 2∂(µξν)

Gauge de Lorentz: ∂µh̄µν = 0 �2ξν = ∂µhµν
Equacions linealitzades + gauge: ∂α∂αh̄µν = −2κTµν
Gauge TT: hα0 = 0 , hαα = 0 , ∂ihik = 0

h̄µν → h̄′µν = hµν − 2∂(µξν) + ∂αξα

Ones planes:

h̄µν = Re [Aµν exp(ilαx
α)] lα = (ω,~k)

lαl
α = h̄µν l

ν = Rαβµν l
ν = lα∇αlµ = ∇αlµ = 0 ilν = ∂ν

Potència:

P =
dE

dt
=

G

5c5
〈
...
I ij

...
I ij〉

...
I ij = Dij −

1

3
δijD

k
k

Dij =

ˆ
T 00(x)xi

′
xj

′
d3x′ =

∑
α

mαx
i
αx

j
α

Límit Newtonià:
Schw: ds2 = −(1− 2φ)dt2 + dx2 + dy2 + dz2 φ = M

R+x

p� ρ dt = dτ |∂0| � |∂i|

uµ = (1, vi) |vi| � 1


