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Resumen

En este trabajo estudiaremos algunas nociones de Cohomologia de deRham,
una herramienta 1til para distinguir y hasta cierto punto clasificar superficies
del espacio euclidiano R", asociandoles un objeto algebraico, en este caso un
espacio vectorial. Los resultados principales que probaremos son el teorema de
Invarianza por Homotopias, el teorema de Dualidad de Alexander y el Teorema
de Jordan-Brouwer. Con este fin introduciremos brevemente algunas nociones
de superficies en R", formas diferenciales, homotopia y mencionaremos algunas
herramientas algebraicas que utilizaremos para luego estudiar la Cohomologia
de deRham propiamente dicha.
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1. Preliminares

En adelante presentaremos brevemente algunos resultados que usaremos pa-
ra el estudio de la Cohomologia de deRham en superficies de R", para mayores
detalles acerca de estos temas se puede revisar [2], [4] y [5].

1.1. Superficies diferenciables

En esta seccion veremos brevemente algunos resultados sobre superficies en
R™ que utilizaremos en el resto de este trabajo.

1.1 Definicién. Sean V. C R" y V; C R™ abiertos. Si ¢ : Vj — V es un
homeomorfismo de clase C* y ¢'(x) : R™ — R™ es inyectiva para todo = € Vj,
diremos que ¢ es una parametrizacion de clase C* y dimensién m de V.

1.2 Definicién. Diremos que M C R"™ es una superficie de dimensién m y clase
C* cuando todo punto p € M esta contenido en algiin abierto U de R”, tal que
V =UNM es la imagen de una parametreizacién ¢ : Vj — V', de dimension m
y clase C*, que llamaremos parametrizacién de p en M.

1.1 Observacion. Dada una parametrizaciéon ¢ : Vy — V en M como la anterior,
para p = p(z) € M, diremos que V' C M es una vecindad abierta de p en M.
En lo que resta de esta seccion M C R”™ sera una superficie de dimensién m

y clase C*, N C R® y P C R! serdn también superficies.

Teorema 1.1. Sea ¢ : Vo — V una parametrizacion en M. Para cada p =
o(x), existe una proyeccion w : R™ — R™ tal que toda vecindad Zy de xg
contenida en Vy es aplicada difeomorficamente por wo ¢ sobre un abierto Wy €
R™.

De este resultado se sigue el siguiente

Corolario 1.1. Toda superficie de clase C* es localmente el grifico de una
aplicacién de clase C*.

Formalicemos ahora nuestra nocién de “tangencia” mediante la siguiente

1.3 Definicién. Sean p € VC M y ¢ : Vj — V una parametrizaciéon de p en
M con ¢(z¢) = p. Definimos el espacio vectorial tangente a M en el punto p,
T,M CRR", como la imdgen de la la derivada ¢'(z¢) : R™ — R"™.

1.2 Observacion. Para p € M se tiene que:

1. T,M es igual al conjunto de los vectores v = X'(0) de los caminos diferen-
ciables A : (—g,e) — M, tales que A(0) = p.

2. T, M no depende de la parametrizacién de p sobre M que tomemos.

3. Dada ¢ : V) — V una parametrizacién de p en M con ¢(xg) = p, T, M es
un espacio m-dimensional de R™ y los vectores

Oy Oy
87551(330)’ S %(%)

forman una base de este espacio, llamada base asociada a la parametriza-
cion .



1.4 Definicién. Diremos que la aplicacién f: M — N es de clase C" (r < k),
cuando considerada como aplicacién de M en R? se tiene que para todo p € M
y ¢ : Vo — V su parametrizacion en M, la composicion f o : Vi — R® es de
clase C*.

1.8 Observacion. La anterior definicion no depende de la parametrizacion ¢ :
Vo — V de p en M escogida.

1.5 Definicién. Sea f: M — N de clase C* y p € M con f(p) = q. La derivada
de f en el punto p es la transformacién lineal f'(p) : T,M — T, N definida por
f'(p)-v=(fo)N)(0),donde A : (—¢&,e) — M es un camino diferenciable tal que
A0)=py N(0) =w.

1.4 Observacion. Parav e T,M, f: M — Ny g: N — P, tenemos que:

1. La anterior definicién no depende del camino A : (—£,2) — M que se
tome.

2. Sip:Vy =V C M es una parametrizacién de p en M con ¢(xg) = p,
entonces para algin vg € R™, v = ¢'(z9) -vo y f'(p) = (f o) (x0) - vo.

3. Si f y g son de clase C", vale la regla de la cadena, esto es (go f)'(p) =
g'(f() - f'(p)-

Proposicion 1.1. Todo punto de M posee una vecindad abierta U C M en
la que estdn definidos r = n —m campos de vectores normales, de clase C*,
ortonormales en cada punto de U.

Demostracion. Supondremos que r > 0, pues el caso 7 = 0 es trivial.

Si cada punto de R" = R™*" lo escribmos de la forma (z,y) con & € R™ e
y € R", por el corolario 1.1, tenemos que todo punto de M tiene una vecindad
abierta U C M, para la que existe fy : Uy — R” de clase C* en el abierto
Uy CR™ tal que U = {(z, fu(x)) € R";z € Up}.

Sea W = Uy x R", definamos g = (¢1,...,9-) : W — R” por g(z,y) =
y — fu(z). Tenemos que g es de clase C* y ademds para cada (z,y) € W,
¢'(x,y) tiene rango r, pues ¢'(z,y) - (0,w) = w para todo w € R™. Luego en
cada punto (z,y) € W los vectores w;(z,y) = gradg;(x,y), i = 1,...,r, son
linealmente independientes. En particular, si p = (x, fy(z)) € U = g~ 1(0), w(p)
es ortogonal a T, M = T,U. De esta manera obtenemos r campos vectoriales

Wi,y ..., wy : U — R™, de clase C*~!, normales a M, linealmente independientes
y que aplicando el proceso de Gram-Schmidt si es necesario, los podemos suponer
ortonormales. ]

1.2. Vecindad tubular

En esta secciéon probaremos que para superficies lo suficientemente suaves
existen vecindades “bien comportadas”, este hecho nos permitird mostrar méas
adelante el lema de Poicaré.

A lo largo de la seccién M serd una superficie de dimensién n en R™*" y
clase C* con k > 2

1.6 Definicién. Definimos la bola normal abierta de radio € y centro en x € M

como el conjunto
Bt (z;¢) == B(x;e) N (x + T, M™b). (1)



1.7 Definicién. Sea p € M. Si existe una vecindad abierta U C M de p y un
nimero € > 0 tal que:

1. Cualesquiera dos bolas normales de radio € y centros en puntos distintos
de U son siempre disjuntas;

2. La unién V,(U) = U B (2;¢) es un abierto de R y
zelU

3. La aplicacién 7 : V.(U) — U, definida por m(z) = z si z € B (x;¢), es de
clase CF1.

Diremos que V. (U) es una vecindad tubular local del punto p en la superficie
M.

En el siguiente teorema veremos que las vecindades tubulares locales existen,
més aun, mostraremos que todo punto de M posee una vecindad tubular local.

Teorema 1.2. Todo punto de M posee una vecindad tubular local.

Demostracion. Sea p € M, por la proposicién 1.1 sabemos que existe una vecin-
dad abierta U C M en donde estan definidos campos vectoriales wy, . .., w,, de
clase C*~1, que forman para cada punto ¢ € U una base ortonormal de T,M -+
Defininamos la aplicacién ® : U x R® — R"**™_ por

O(q,y) i=q+ Y vi-wiq), €U ey=(y1,...,yn) €R™ (2)
1=1

Notemos que ® es de clase C*~1, ademds para cada ¢ € U y € > 0, ®(q x
B(0;¢)) = B (g:¢) v

' (p,0) - (u,v) =u+ Zai cwi(p), veT,Myv=(o1,...,00). (3)
i=1

Luego ¢'(p,0) : T,M x R® — R™™ es un isomorfismo, entonces por el
Teorema de la Aplicacién Inversa, podemos reducir U si es necesario de modo
que para £ > 0 suficientemente pequenio @ : U x B(0;e) — ¢(U x B(0;¢)) sea
un difeomorfismo de clase C*~1, donde ¢(U x B(0;¢)) es de la forma

¢(U x B(0;e)) = | ) B (z;2) = Vo(U). (4)

zeU

Veamos finalmente que la aplicaciéon 7, definida como en la definicién de
vecindad tubular local, es de clase C*~!. Tenemos que mo ® : U x B(0,¢) — U
estd dada por 7o ®(p,y) = p para cualquier p € U e y € R™, luego o ® es de
clase C™ y por tanto 7 = (7 o ®) o ®~! es de clase C*¥~1 en U. O

Corolario 1.2. Todo punto p € M posee una vecindad tubular local V.(U) tal
que Vo.(U)YNM =U,

Demostracion. Sea V. (U) una vecindad tubular local de pen M y A € R™™ un
abierto tal que U = AN M. De la demostracién del teorema 1.2 se deduce que
podemos tomar una vecindad tubular local V.. (U’) de p en M, tal que U’ C U,
e <ey V(U CA.

Veamos que V./(U’) es la vecindad que buscamos. En efecto, tenemos que
Vo(U)YNM C ANM =U ademés siy € ANV (U'), y € B (x;€") C B (z;¢)
para algin x € U’, luego y € B+ (x;6) N B+ (y;¢) y por tantoy =z € U'. O



1.8 Definicién. Si existe una funcién continua positiva € : M — RT tal que:

1. Para x # y en M arbitrarias, las bolas normales B+ (x,e(z)) y B*(y,<(y))
son disjuntas;

2. La unién V(M) := U B*(x;¢(2)) es un abierto de R™*"; y
zeM

3. La aplicacién 7 : Vo(M) — M, definida por 7(z) = z si z € B+ (z;¢(z)),
es de clase CF1.

Diremos que V(M) es una vecindad tubular de M con radio e.
El siguiente teorema mostrard que las vecindades tubulares existen
Teorema 1.3. M admite una vecindad tubular.

Demostracion. Para p € M tomemos V.(U) una vecindad tubular local de p
como la del corolario 1.2 donde ademds podemos suponer que U es compacto.
Sea B(p;3r) C V.(U) y consideremos cualquier vecindad tubular local de p
Ve,(Up) tal que U' C U, 0< ¢, <ey V,, (Uy) C B(p;r).

Afirmamos que para todo z € V, (U,), si © = 7(z), para todo y € M \ {z},
se tiene que |z — z| < |z — y|. En efecto, fijemos z. Si y & V-(U), en particular
y & B(p;3r), luego |z — x| < 2r y como z, z € B(p;r) se tiene que |z — z| < 2r,
de donde se sigue la desigualdad. Siy € V.(U) N M = U, como U es compacto,
existe un yp € U més préximo de z, se tiene que yo € U, pues de lo contrario
yo & V=(U) y tendriamos que |z — z| < |z — yo| lo cual no puede ser. De este
modo z minimiza |z — y|, luego 2z — yo € T,,U+ = T, M+ y en consecuencia
z € Bt (yp; €), entonces como en principio z € B (x;¢), yo = * y queda probada
nuestra afirmacion.

Si V es la reunién de todos los V., (U,), con p variando en M, tenemos que
la aplicacién 7 : V' — M que asigna a cada = € V el valor 7(z), que es el tnico
punto de M que minimiza la distancia a z, es de clase C*~!, pues restricta a
cada V., (Up) lo es. Si consideramos la funcién continua e(x) : M — R definida
por e(z) = d(x, R™*t" \ V) tenemos que

V.(M) = | B (x;e(x)

rxeM

4 ()
O

1.3. Particiones de la unidad

Sean M C R™, N € R® superficies de dimensién m, n respectivamente ambas
de clase C>* y X C R,

1.9 Definicién. Definimos el soporte de una aplicaciéon f : X — R™ como el
conjunto

supp f = {z € X : f(x) Z 0}. (6)

1.10 Definicién. Sea {U, }4cs un recubrimiento por abiertos de M. Diremos
que la familia {¢; };en de funciones ¢; : M — R, de clase C*° es una particion
de la unidad subordinada a {U, }er si se satisfacen las siguientes propiedades:



1. Paratodoi € N, 0 < ¢; <1en M y supp ; es compacto.

2. Para todo p € M, existe una vecindad abierta U de p en M tal que
supp ; N U = {) para todo i salvo para una cantidad finita de indices.

n=1

4. Para todo i € N, existe a = (i) € I tal que supp ¢; C Uyy)-

1.5 Observacion. En la anterior definicién, debido a la propiedad 2, la suma en
3 esta bien definida.

La existencia de particiones de la unidad, que no serd probada en este tra-
bajo, la enunciaremos en el siguiente

Teorema 1.4. Sea {Uy}aer un recubrimiento por abiertos de M. Entonces,
existe una particion de la unidad {p; }ien subordinada al recubrimiento {Uy }acr.

Basados en este teorema, mostremos la siguiente

Proposicion 1.2. Sean U,V abiertos de M tales que M = U U V. Enton-
ces, existen funciones py,py : M — R de clase C* tales que supp ey C U,
suppey CV you + ¢y =1 en M.

Demostracion. Sea {p;}ieny una particién de la unidad subordinada a {U,V'}.
Consideremos el conjunto A = {i € N : suppy; C U} y definamos

U= 9y ev= D i (7)

i€A €N\ A

notemos que @y + @y = 1, ahora solo nos queda mostrar que supp py C U y
supp py C V.

Sea p € M tal que oy (p) # 0, existe i € N\ A tal que p;(p) # 0, luego
supp ¢; ¢ V, entonces supp ; C V y en consecuencia supp oy C V.

Veamos que supp ¢y NIV = (). Supongamos por contradiccién que exista
x € supp py N IV. Sabemos que existe una vecindad U, de x en M que solo
corta a una cantidad finita de soportes de las funciones ;, llamemos a estas
funciones ¢;,, ..., ;. Como x € supp ¢y, podemos suponer que existe una
sucesion (), C U, convergiendo a x tal que gy (z,) # 0 para todo n € N,
luego por definicién de ¢y, existe una sucesién de indices (i(n)), C N\ A
tal que @;(n)(2n) # 0 para todo n € N, mds ain por la construccién hecha

(Zn)n C {‘ph PRI Qpik}? luego si

K = | supp o) (®)
neN

tenemos que K es compacto y ademds (x,), C K, entonces z € K C V, lo cual
es absurdo pues por ser V abierto, 9V NV = ().
Similarmente se muestra que supp py C U y la prueba termina. ]

Teorema 1.5. Sea f : M — N una aplicacion continua. Dada cualquier funcion
continua positica € : M — R, existe una aplicacion g : M — N, de clase C*°,
tal que ||f(z) — (z)|| < e(z) para todo x € M.



Demostracion. Supongamos inicialmente que N = R®. Para cada p € M existe
una vecindad U, en M tal que | f(z) — f(p)|| < e(x) para todo x € U,. Sea
{¢p}penr una particién de la unidad subordinada a {Up}penr. Si definimos G :

M — R?® por
z) =Y op)f(p), (9)
peM
g es de clase C*° y como f(z Z op(z , tenemos que para todo xz € M
peM
1f(x) — = Y e@f@) - fo) (10)
peEM
< Y epl@)e) = (o).
peEM

En el caso general, consideremos Vs(N) una vecindad tubular de N. Defina-
mos la funcién continua a : M — R por a(z) = d(f(z),R*\ V5(N)), luego si
|z = f(2)|| < a(z), entonces z € Vs(N). Podemos suponer que e(z) < a(x) para
todo x € M. Por lo que mostramos al principio, existe go : M — R® de clase
C* tal que

loo(x) — @) < 3(a), (1)

luego go(z) € V5(IN). Como la proyeccion w : V5(N) — N es de clase C,
tenemos que g = mo gg: M — N también es de clase C'>° y ademds

1f(@) —g@)| < [f(z) = go(@)ll + ll90(x) — g(@)]l (12)
1 1,
< 58(1‘) + 58(1‘) =¢e(z),
por tanto g es la funcién que buscamos. O

1.4. Homotopia
Sean X CR™ Y CR" Z CR®y U CR™ abierto.

1.11 Definicion. Diremos que las aplicaciones continuas f,g : X — Y son
homotdpicas y escribiremos f ~ g, si existe una aplicacién continua, que llama-
remos homotopia, H : X x [0,1] — Y tal que H(z,0) = f(z) y H(z,1) = g(x)
para todo x € X.

1.6 Observacion. Respecto a la anterior definicién, se verifica que:

1. La relacién f ~ g, determina una relacién de equivalencia entre las apli-
caciones continuas de X en Y.

2. Sif,f: X =Y son homotépicas y sig,g: ¥ — Z también son homot6pi-
cas, entonces go f ~ go f.

Lema 1.1. Existe una funcion ¢ : R — R, de clase C*° tal que:

1. ¢(t) € [0,1], para todo t € R;

NV}

1
2. (j(t):Opamtggy((t)zlpamt>§



Demostracion. Consideremos a : R — R, definida por a(t) = e /*1-1 g

t € (0,1) y a(t) = 0 en otro caso. Es sabido que esta funcién es de clase C°,
luego consideremos (: R — R definida por

t
a(s)ds
Bt) = foli (13)
Jo als)ds
Asf hemos obtenido 3 de clase C*° con 3(t) € [0, 1] para todo t € R, 8(t) =0
parat < 0y B(t) = 1 para t > 1. Para hallar ¢ bastard definirla por ((t) =
B(3t —1). O

1.12 Definicién. Diremos que la aplicacién F : U x [0,1] — Y es de clase C*
si F' admite derivadas parciales continuas hasta de orden k en todos los puntos
(x,t) € U x [0,1], con la salvedad de que en los puntos de la forma (z,0) y
(z,1) las derivadas respecto de t son tomadas a la derecha y a la izquierda,
respectivamente.

1.13 Definicién. Sean f,g : U — Y aplicaciones de clase C*, diremos que f
y g son C*-homotépicas, si H : U x [0,1] — Y es una homotopia de clase C'>

entre fy g

Sea M C R™ una superficie de clase C'. Generalizemos ahora nuestra tltima
nocién de homotopia al caso en que las funciones tengan como dominio a M.

1.14 Definicién. Sean f,g: M — Y, diremos que f y g son C*-homotépicas
(k <1) y escribiremos [ =~ g, si existe H : M x [0,1] — Y homotopia entre
f, g y ademas para cualquier p € M si ¢ : Uy — U es una parametrizaciéon de
pen M se tiene que Hy, : Uy x [0,1] — Y, definida por H,(z,t) = H(p(x),t) es
de clase C*.

1.7 Observacion. Sean f,g: M — Y aplicaciones de clase C*, H : M x [0,1] —
Y la C*-homotopia que las relaciona y ¢ una funcién como la del lema 1.1.
Tenemos que:

1. La anterior definicién no depende de la parametrizacién de p en M que se
tome.

2. Si definimos K : M x [0,1] — Y por K(xz,t) = H(z,((t)), tenemos que
K es una C*-homotopia entre f y g tal que K (z,t) = f(x) si t € [0,1/3]
y K(x,t) = g(z) si t € [2/3,1]. De esta forma podemos considerar a K
defininda en M x R siendo K(z,t) = f(z) sit < 0y K(x,t) = g(x) si
t>1.

3. Una homotopia como la anterior serda llamada homotopia adaptada. Es

facil ver que K es de clase C* si vemos a M x R como una superficie en
R”'H.

4. Al igual que la homotopia que definimos en un inicio, la relaciéon f ~ g
define una relacién de equivalencia entre las aplicaciones de clase C* de M
en Y. Para demostrar la transitividad, que es la inica propiedad a verificar
que causa dificultades, es conveniente utilizar homotopias adaptadas.

Teorema 1.6. Sean f,g: M — N aplicaciones de clase C* entre las superficies
M, N de clase C*. Si f ~ g, entonces f ~s g.



Demostracion. Sea H : M x R — N es una homotopia adaptada entre f y g.
Tomemos una vecindad tubular V. (N). Por el teorema 1.5 existe H : M xR — N
tal que ||H (x,t)— H(z,t)| < e(x) para todo (z,t) € M xR. Entonces f,§: M x
N definidas por f(z) = H(z,0), §(z) = H(z,1) son C®-homotdpicas. Ademds
tenemos que para todo z € M, ||f(z) — f(x)| < e(f(x)), luego [f(z), f(x)] C
V-(N) y en consecuencia f y f son C°°-homotépicas, similarmente g y § son
C*°-homotopicas. El resultado del teorema se deduce por la transitividad de la
homotopia. ]

1.8 Observacion. Usando un argumento similar al de la anterior prueba, pode-
mos mostrar que toda aplicaciéon continua f : M — N entre las superficies de
clase C°° M y N es homotopica a una aplicacion de clase C°° de M a N.

1.15 Definicion. Diremos que X e Y tienen el mismo tipo de homotopia o que
son homotopicamente equivalentes si existen funciones continuas f : X — Y y
X — Y talesque fog~Idy ygo f~Idy.

1.9 Observacion. Si X e Y son superficies de clase C*°, del teorema 1.6 y de
las observaciones 1.6, 1.8 se sigue que no hay pérdida de generalidad si en la
anterior definicién se consideran a f y g aplicaiones de clase C°.

1.16 Definiciéon. Diremos que X es contréctil si es homotépicamente equiva-
lente a un punto.

1.17 Definicién. Diremos que X C R" es estrellado cuando existe p € X tal
que [p,x] ={tp+ (1 —t)z:t €[0,1]} C X para todo z € X.

1.10 Observacion. Notemos que si X es un conjunto estrellado, entonces es
homotopicamente equivalene a un punto. En particular todo conjunto convexo
es homotdpicamente equivalente a un punto.

1.5. Formas alternadas

Consideremos los espacios vectoriales reales E1,...,E,., Ey F.

1.18 Definicién. Diremos que la aplicacion f : Fy x --- x E,. — F es r-lineal
cuando es lineal separadamente en relacién a cada una de sus r variables, es
decir cuando para cualesquiera v1 € Fq,...,v;,w; € E;, ... v, € B,y A € R,
para cualquier i € {1,...,r} se tiene que

flor, v+ dwyoooyv) = f(or, ey Uiy ey 00) F A (01,0 Wiy ooy 0)

1.1 Notacion. Denotaremos por L(E1,. .., E,; F) al conjunto de las aplicaciones

r-lineales f : By xX+--x E,, — F.Si £y = --- = E,., lo denotaremos por L, (E; F')

y si 7 = 1, simplemente escribiremos L£(E; F').

1.11 Observacion. 1. Si dotamos a L(Ey,...,E.; F) con las operaciones de
adicién y multiplicacién por un escalar usuales, L(FE1, ..., E,; F') se torna
un espacio vectorial.

2. Si F' = R, llamaremos formas r-lineales a las aplicaciones r-linelaes y si
r =1, L(F;R) = E*, el espacio dual de E. Asf las funcionales lineales son
formas 1-lineales.



1.19 Definiciéon. Sean fq,..., f, € E*, el producto tensorial de estas funcio-
nales es la forma r-lineal f = fy -...- f. € L,.(E;R), definida por

flor,..oyvn) = fi(vr) oo fr(vr). (14)

Sea{e1,...,e,} C Funabasey {€1,...,e,} C E* subase dual. Parar fijoy
cada secuencia (s) = (i1,...,i,) de nimeros en I,, = {1,...,n}, hagamos e, =
€, - .. €, el conjunto de estas formas r-lineales compone una base del espacio
vectorial £, (F;R). En particular si dim E = n, entonces dim £,.(E;R) = n".

1.20 Definicién. Sea la aplicacién r-lineal f € £,.(E; F). Diremos que f es:

1. Alternada si f(vy,...,v,) = 0 siempre que existan i,j € I, distintos tales
que v; = vj.

2. Antisimétrica cuando para cualesquiera vy, ..., v, € E se tiene que
flor, .o v, v, 00 0p) = —f(V1, 000, Ujy e Vg e, )

1.12 Observacion. 1. Un facil calculo muestra que toda forma antisimétrica
es alternada y reciprocamente, toda forma alternada es antisimétrica.

2. El conjunto de aplicaciones r-lineales antisimétricas (o alternadas) es un
espacio vectorial.

3. Siwvy,...,v. € FE son vectores linealmente dependientes, entonces

flor,...,v,) =0 (15)

para cualquier f € ,.(E; F).

1.2 Notacion. Denotaremos por:

1. 2,.(E; F) al conjunto de todas las aplicaciones r-lineales f € L,.(E; F) al-
ternadas (o lo que es lo mismo, antisimétricas), cuando F' = R escribiremos
A.(E).

2. A(F) al conjunto de las funcionales lineales E*.

1.21 Definicién. Sea E un espacio vectorial de dimension n. El producto ex-

terior de r funcionales lineales f1,..., f, € A(E) es la forma r-lineal alternada
fin-Afr € A.(E) definida por
(S A fe) (v, or) = det fi(v))] (16)

1.18 Observacion. Vemos lo siguiente:

1. Se sigue directamente del hecho de ser el determinante una forma lineal
alternada que f1 A--- A f,. es, efectivamente, una forma r-lineal alternada.
Més aun la aplicacion A : A(E) x --- x A(E) — A.(F) definida por
Afr,.o oy fr) = fi Ao+ A fr, es r-lineal alternada.

2. Sea {f1,..., fn} C A(E) una base. Si r < n, para cada I = {i; < i1 <
<o <ip} C€{1,...,n} consideramos fr = f;; A--- A f; , el conjunto de las
formas f; costituye una base de 2,.(E), se sigue de esto que dim2,.(E) =

(7)-
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3. Sir>n=dimEFE, toda forma f € ,.(E; F) verifica que f(v1,...,v,) =

0, para cualesquiera vy,...,v, € FE, pues r vectores en un espacio de
dimensiéon n < r son linealmente dependientes. En particular tenemos que
dim2,.(E) = 0.

En adelante consideremos la transformacion lineal A : E — F.

1.22 Definicion. Para r > 0, definimos la transformacion lineal inducida
A* 2 U (F) — A (E) por (A*f)(v1,...,0p) = f(Avy,..., Av,) si f € A (F)
y v1,...,0. € E. La forma A* f es llamada pullback de la forma f mediante A.

Proposicién 1.3. La transformacion lineal A* : A, (F') — A.(E) preserva el
producto exterior de funcionales lineales, es decir, se tiene que

A“(fin-Nfr)=A"fi N NATE (17)
para cualesquiera fi,..., fr € F*.
Demostracion. En efecto, si tomamos vy, ...,v, € E, tenemos que

A (fi N AN (v, v) = (fih A fr)(Avy, ..., Av,)
det[fi(Avj)]

= det[A*fi(vj)]

= (A*fin-- NAf)(vr, ..., 00).

O

Proposicién 1.4. Eziste una unica aplicacion bilineal ¢ : A,.(E) x A,(E) —
At s(E) tal que

(p(fl/\.../\f“gl/\.../\gs):fl/\.../\fr/\gl/\.../\gs
para cualesquiera fuancionales lineales f1,..., fryg1,...,9s € E*

1.3 Notacién. Para f € A,.(E) y g € A;(FE) denotaremos por f A g := ¢(f,g).

1.14 Observacidn. Sean A* : A.(F) — A.(FE) y A* : A;(F) — A(FE), que
por abuso de notacién serdan ambas nombradas por A*, las transformaciones
inducidas por A. Para f € 2,.(E), g € U;(E) y h € A(E) se verifica:

1. (fAg)ANR=FfA(gAh).
2. A*(f Ng) = A*f N A*g.

1.6. Formas diferenciales

A lo largo de esta seccion M y N seréan una superficie m-dimensional y
I-dimensional de R™y R”, respectivamente, ambas de clase C*.

1.23 Definicién. Diremos que w es una forma diferencial de grado r en M si w
hace corresponder a cada x € M una forma r-lineal alternada w(x) € A, (T, M).

1.15 Observacion. Sea w una forma diferencial de grado r en M, tenemos que:

1. Para r = 0 asumiermos por convension que w = f : M — R es una funcién
real de clase C*.

11



2. Si U C R™ es un abierto, una forma diferencial de grado r en U es una
aplicacion w : U — A, (R™).

3. Si {dxy,...,dz,} C A(R") es la base dual de la base cannénica de R"
{e1,...,en}, consideremos para cada I = {i; < --- < i,} C I, la forma
dry =dx; N--- Ndz;, . Para cada x € U, tenemos que

w(x) = Za;(x)dxj. (18)
T

4. Silos los a; : U — R son funciones de clase C*, diremos que w es una
forma de clase C¥.

1.24 Definicién. Sea f : M — N una aplicacién de clase C* (k > 1), para
cada forma diferencial w de grado r en N diremos que la forma diferencial de
grado r en M f*w, definida por

(fw) - (wi,...,wp) = w(f(@)) - (f (@)wr, ..., f(@)w;) (19)
para todo x € M y cualesquiera wy, ..., w, € T, M, es el pullback de w por f.

1.16 Observacion. Para r = 0, si w = ¢ es una forma diferencial de grado 0 en
N, tenemos que f*w=gof: M — R.

Proposicién 1.5. Sea P una superficie de clase C*. Si f : M — N yg: N — P
son aplicaciones de clase C* (k> 1), para cualesquiera formas de grado r w,®
en N y@ en P se verifica:

1. fYlaw+©) =af*w+ f*@, para cualquier a € R, es decir w — f*w define
una transformacion lineal.

2. fflwA®) = ffuA fre.
3. (go o= f(g"®).

1.4 Notacion. Si g : Uy — U C M es una parametrizacién local en M. En cada
punto = = ¢(u), denotaremos por {duy, ..., du,} C (T M)* ala base dual de

{ a ),...,a(u)} C T, M. (20)

871 b ou,

En las situacién anterior, para I = {i; < --- < i} € I, las formas dife-
renciales duy = du;, A --+ A du;, son una base de (T, M), luego toda forma
diferencial w de grado r en M se expresa en funciéon de ¢, como

w(z) = Za;(u)dul, x = p(u) (21)

en estas condiciones tenemos la siguiente

1.25 Definicién. Definimos la diferencial exterior de la forma w como dw
definida por

dw(z) = Zdal(u) Ndur, == p(u)
T
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1.17 Observacion. Respecto a la anterior definicion:

1. Esta no depende de la parametrizacién ¢ : Uy — U de = en M que se
tome.

2. Recordemos que si tenemos f : M — R, df es una forma diferencial de
grado 1 definida por

@) =3 2D (22

i=1
donde ¢(u) = x para cierta parametrizacién ¢ : Uy — U de 2 en M.
Teorema 1.7. Sean f: M — N y w,w formas diferenciales en N. Entonces:
1 dwA®) =doAo+ (=1)9" A do;
2. d(dw) = 0;
3. d(ffw) = f*(dw).
1.18 Observacion. El conjunto de las formas diferenciales de clase C* y grado

r sobre M es un espacio vectorial con la suma y el producto por un escalar
usuales.

1.5 Notacion. Denotaremos por A"(M) al espacio vectorial de las formas de
clase C'*° y grado r sobre M.

Asi tenemos que la diferencial exterior es una transformacién lineal d :
A"(M) — A"TH(M) al igual que f* : A"(N) — A" (M).

1.26 Definicién. Sea w € A"(M). Diremos que w es:
1. Cerrada si dw = 0.

2. Ezacta cuando existe a € A""1(M) tal que dow = w (para esto supondre-
mos que 7 > 1).

1.19 Observacion. Se sigue de la definicion y el teorema 1.7 que:

1. Todas las formas cerradas en A"(M) son el nicleo de d : A"(M) —
A"t (M), y todas las formas exactas en A\"(M) son la imdgen de d :
ATH(M) — AT(M).

2. Toda forma exacta es cerrada.

1.6 Notacidn. Denotaremos por Z" (M) y B"(M) a los subespacios vectoriales
de A"(M) formados por las formas cerradas y exactas, respectivamente.

1.7. Secuencias exactas

Sea A un anillo conmutativo con unidad.

1.27 Definicién. Sean F, G y H tres A-médulosy f: F — G, g: G — H
homomorfismos. Diremos que el diagrama:

Floctopy

es una secuencia de orden 2 en GG o simplemente diremos que es semiezracta si
Im(f) C ker(g). En particular si Im(f) = ker(g), diremos que la secuencia es
ezacta e G (o simplemente diremos que es exacta).
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1.20 Observacion. Decir que la secuencia F R G—2>H es semiexacta,
es equivalente a afirmar que go f = 0.

Extenderemos ahora la nocién de exactitud a secuencias infinitas de A-mddu-
los.

1.28 Definicién. Sea {...,M;_1, M;, M;i1,... }ic; una familia, posiblemen-
te infinita numerable, de A-mddulos, y {f; : M; — M, 11 }ier una familia de
homomorfismos. Diremos que el diagrama:

fi—2 M, fi1 M, fi Moo fit1 (23)

. . fi—1 fi
es una secuencia exacta si M;_y —— M; —— M;;, es axacta en M,; para

todo i € I.

1.7 Notacion. Sea F N G
1. Si f es inyectiva, escribiremos () —— F N Gy

2. Si f es sobreyectica, escribiremos F A G——=0.

Proposicién 1.6. Consideremos una sucesion exacta de espacios vectoriales de
dimension finita

0 Vi f1 v, f2 fr—2 Vs fr—1 Vi 0. (24)

Entonces la suma alternada de las dimensiones de los espacios V; es cero.

Demostracion. Haremos la demostracién por induccién sobre k. Si k =2, f; es
un isomorfismo y en consecuencia dim(V;) — dim(V3) = 0. Supongamos que el
teorema es cierto para k, y consideremos la secuencia exacta

S VA BN VA L BUPUPE L N A L3 VO 0. (25

Hagamos ‘72 = Va/ker(fa) = Va/Im(f1) y definamos f2 : ‘72 — V3 por fz([ﬂc]) —
f2(x), entonces la secuencia

~ fr— .
0 7 f2 Vi fo o T V. I Vieir 0. (26)

es exaca pues Im(fy) = Im(fa) = ker(fs) y ademés si fo([z]) = 0, entonces
fa(z) = 0, luego x € ker(f2) = Im(f1), entonces existe 2’ € V; tal que f1(z') = =
y en consecuencia [z] = 0. De este modo, por hipédtesis de induccién tenemos
que

dim (V) — dim(Vs) 4 - - - 4+ (=1)** dim(Viy1) = 0, (27)
finalmente, observando que dim(f/g) = dim(132) — dim(Im(f1)) = dim(V2) —
dim(V7) y reemplazando en (27) se concluye.

O
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2. Cohomologia de deRham

2.1. Primeras definiciones
Sea M C R™ una superficie de dimensién m y clase C*°.

2.1 Definicién. Definimos el complejo de deRham como la sucesién de espacios
vectoriales siguiente

--*d>A7”*1(M)*d>AT(M)$A”+1(M)*d>---, (28)

donde ponemos A"(M) = {0} para todo r < 0.

2.1 Observacion. Teniendo en cuenta que un espacio vectorial es un médulo,
por el teorema 1.7, el complejo de deRham es una secuencia semiexacta, esto
es,dod=0.

Como mencionamos en la observacién 1.19, tenemos que B" (M) < Z" (M),
esto nos permite hacer la siguiente

2.2 Definicién. Definimos el r-ésimo grupo de cohomologia como

H"(M) := g%% (29)

su dimensién es llamado el r-ésimo numero de Betti de M.

2.2 Observacidn. De hecho como B" (M) es un subespacio de Z"(M), tenemos
que H"(M) es un R-espacio vectorial.

2.1 Ejemplo. Para r > m, H" (M) = {0}. En efecto, pues de la observacién
1.13 se sige que A"(M) = 0 para r > m, y por tanto B"(M) = Z"(M) =
A"(M) = {0}.

2.2 Ejemplo. Si M tiene k componentes conexas, H°(M) = RF. Pues si
f € A(M), que f € Z°(M) quiere decir que df = 0, luego se deduce que
las funciones constantes en cada componente conexa constituyen a Z°(M), lue-
go Z°(M) = RF. Por otro lado tenemos que B°(M) = {0} pues A~ (M) = {0},
de este modo HO(M) = Z°(M) = RF.

2.3 Ejemplo. H!(R) = {0}. En efecto, si w € Z(R) = A'(R), entonces w =
f dx para alguna funcion diferenciable f : R — R. Si consideramos la 0-forma
diferencial «, definida por a(z) = [ f(s)ds, tenemos que do(z) = o/ (z) dw =
w(x), por tanto w € BY(R).

2.2. Invarianza por homotopias

A lo largo de esta secciéon M y N seran una superficie m-dimensional y
[-dimensional de R™ y R?, respectivamente, ambas de clase C*°.

Si f: M — N es de clase C*°, sabemos que se induce una transformacién
lineal f* : A"(N) — A"(M) para todo r. En estas condiciones tenemos la
siguiente

Proposicién 2.1. Para todo r se verifica que f*(Z7) C Z"(M) y f*(B"(N)) C
B"(M).
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Demostracion. En efecto, si w € Z"(N) y dw = 0, de acuerdo al teorema 1.7
tenemos que d(f*w) = f*(dw) = 0, luego f*w C Z"(M). Similarmente si w €
B"(N), w = da para algin o € A""1(N), luego si 8 = f*a € A"~1(M), tenemos
que f*w = f*(da) = d(f*a) = dp, asi f*w € B"(M). O

De este modo f* induce un homomorfismo de grupos que continuaremos
llamando f* : H"(N) — H"(M) definido por f*(Jw]) = [f*w]. La buena defi-
nicién de f* se da por que si W’ = w + da, con a € H""1(N), tenemos que
(W) = ff(w+da) = f*+d(f*a), de donde se sigue que [f*w'] = [f*w]. Que
f*:H"(N) — H"(M) sea homomorfismo es consecuencia de que f* : A"(N) —
A" (M) es lineal.

2.8 Observacidon. Se sigue de la proposicién 1.5 y la definiciéon de f* que:
L (go f) = [0y,
2. Si M =N, (Idx)* = Idprar).-

En particular si M y N son difeomorfas, existe f : M — N difeomorfismo,
luego Idgrary = (f71)* o f* y Idgr(ny = f*o (f71)*, asi f* es un isomorfismo
de grupos y por tanto H"(M) = H"(N). Este hecho es generalizado en gran
medida como consecuencia del siguiente

Teorema 2.1. Si H : M x [0,1] — N es una homotopia de clase C*° entre
f,9: M — N, entonces

[P=g" H(N) = H' (M) (30)

Demostracion. Supongamos inicialmente que U = M sea abierto. Para cada
t € R consideremos la aplicacién i, : U — U x R definida por i¢(x) = (z,1t).
Notemos ademds que toda forma w € A"(U x R) se escribe de manera tnica
como w = dt A\ « +  donde ni

a=> arde; € N"NU xR) ni = bydz; € A"(U x R)
J

contienen al dt. Luego si definimos K : A"(U x R) — A"~Y(U) por
1 1
(Kw)(x) = / alz,t)dt = Z (/ al(gc,t)dt) dxy (31)
0 7 \Jo

tenemos que, en virtud de la linealidad de la integral, K es una transformacion
lineal.
Afirmamos que, para todo w € A"(U x R) se tiene que

Kdw+dKw=1]w—ijw. (32)
En efecto, se tiene que

é?aI

da— 3

——da; Adxr + dt A Z —dm,

b
dB = Za szkAdzJ+dmZ—de,
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luego

dw = d(dtNa+3)
= —dtNda+dp
8(11 8bJ 8()
= dt Izj:a A dz 1+Z 1z +a—dmkAda:J,
entonces

</ aa[dt) dwj A da;
77 \Jo Oz;

d(Kw) =" (/0 gzldt) da; A dz,
1.5 J

)

por tanto

Kdw+dKw = Z(/ aab‘]dt)dm
J 0

> [bs(x,1) = by(2,0)]dz,

J

J— yk * 3k
= fw—ijw,
lo que prueba nuestra afirmacion.

Definamos ahora L : A"(N) — A""Y(U) por L = K o H*, para todo w €
A"(N) tenemos que L es una transformacién lineal pues K y H* lo son, ademas

L(dw) + d(Lw) K(H*dw) + dK(H*w)]
= Kld(H*w)]+ d[K(H*w)]
= ij(H*w) —ij(H*w)
= (Hoi)*w— (Hoip)*w
= gw—fw
de donde se sigue que para w € Z"(N), L(dw)+d(Lw) = L(0)+d(Lw) = d(Lw),
es decir g*w — f*w € B"(U).

Para el caso general, en el que M es una superficie de clase C*°, el teorema
1.3 nos asegura la existencia de una vecindad tubular U = V(M) de M, consi-
deremos m : U — M la proyeccién e ¢ : M — U la inclusion, si H: M x ]R — N
es una homotopia de clase C* entre f y g, que existe por la observacién 1.7,
entonces H : U x R — N, definida por H (z,t) = H(w(z),t), es una homotopia
de clase C*® entre f = fomryg=gom.

Por lo mostrado inicialmente para w € Z"(N), g*w — f*w € B"(U), es decir,
existe @ € A" 1(U) tal que §*w — f*w = da. Luego si a = i*a tenemos que

o = (Goiyw(Foifu
= (g )
= d(i*@)
= da
en consecuencia g*w = f*w + da, de donde se sique que [¢*w] = [f*w + da] =
[f*w] y por tanto f* =g¢*: H"(N) — H"(M). O
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Veamos ahora algunas consecuencias de este teorema.

Corolario 2.1. Sean M y N superficies con el mismo tipo de homotopia, en-
tonces H" (M) = H"(N).

Demostracion. En efecto, tenemos que existen f : M — Ny g: N — M
aplicaiones de clase C* tales que fog ~ Idy y fog ~ Idy, luego g* o
f* = Idgrvy y f*og* = Idyr(ny, por tanto f* : H"(N) — H"(M) es un

isomorfismo. O

Corolario 2.2 (Invarianza por homeomorfismos). Si f: M — N es un homeo-
morfismo, entonces H"(M) = H"(N).

Demostracion. Por la observacién 1.8, existen g1 : M — Ny go : N — M de
clase C tales que f ~ g1y f~' ~ go, luego Idy; = f~'o f ~ gy 0 g1, por el
teorema 1.6, podemos suponer que Idy; ~., g2 © g1, similarmente tenemos que

~

Idy ~s g1 0 g2. Por tanto, debido al corolario 2.1, se concluye que H" (M) =
H"(N). O

Corolario 2.3. Si M es contrdctil, entonces para todo r > 0, H"(M) = {0}.
Demostracion. Es una consecuencia inmediata del corolario 2.1. O
2.4 Observacién. En particular si M es estrellada, entonces H" (M) = {0}.

Corolario 2.4 (Lema de Poincaré). Toda forma cerrada de grado mayor que
cero en una superficie M es localmente exacta.

Demostracion. Sean p € My ¢ : Uy — U C M su parametrizacién en M,
podemos suponer que Uy es un abierto convexo, en particular es contractil y
como ¢ es un difeomorfismo de clase C* se deduce que H"(U) = H"(Uy) = {0},
luego toda forma exacta w € A"(U) es cerrada o lo que es lo mismo, toda
w € Z"(M) restringida a U es cerrada. O

Corolario 2.5. Para cualquier n >0, H"(R™ \ {0}) & H"(S"1).

Demostracion. Sea M = R™ \ {0} y consideremos f : M — S"~! definida
por f(x) = ﬁ ei:S" ! — M la inclusién. Entnonces fog = Idgn1 y
x

H : M x[0,1] — M definida por H(z,t) = (1 —t)z + tﬁ es una homotopia
x

entre go f e Idg.—1, luego M y S"~! tienen el mismo tipo de homotopia y por
tanto, debido al corolario 2.1, H"(R™ \ {0}) = H"(S"1).
O

2.3. Secuencia de Mayer-Vietoris

Sean M C R”™ una superficie de dimensién m y clase C*° y U,V abiertos de
M tales que UUV =M. Siiy : U - M, iy :V - M, jy:UNV - Uy
jv : UNV — V son las respectivas inclusiones, para todo r > 0 definimos las
aplicaciones

AT(M) L AUy s AT(V) S AT N V) (33)
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por
Fr(w) = (w|o,wlv) = (igw, iyw), Gr(wi,w2) =wilunv—w2|unv = jwi—jyws.
Claramente G, o F,. = 0, pues

Gy o Fr(w) = Gr(wly,wlv) = (Wlv)lvav — (Wv)|lvavy = wluay — wluav =0,

luego Im(F,.) C ker(G,). Reciprocamente si G,(w1,ws) = 0, podemos definir
w € A"(M) por

wi(z)siz el

wiz) = { wo(z)siz eV

y tenemos que Fy.(w) = (w1, ws). Luego Im(F,.) = ker(G,.) y por tanto la secuen-
cia (33) es exacta, mds aun tenemos la siguiente

(34)

Proposicion 2.2. La secuencia

0— = A"(M) T ArU) @ A7(V) S AU N V) ——0 (35)

es exacta.

Demostracion. Solo nos falta ver la exactitud en A™(M) y en A"(UNV).

Siw € A"(M) es tal que F.(w) = (0,0), w|y,w|y = 0, luego w = 0 y la
exactidud en A" (M) esta probada.

Veamos la exactitud en A"(U NV). Sea w € A"(U NV), consideremos una
particién de la unidad {¢y, ¢v} subordinada a {U,V} como en la proposicién
1.2 y definamos wy en U y wy en V por

pv(@w(@ s zeUNV
wi(z) = { 0 si zeU\supppy *
(36)
_ [ o) s ceUunv
wa(z) = { 0 si xeV\supppy ’

luego como UNV y U \ supp v son abiertos de U que recubren a U, se deduce
que w1 € A"(U), similarmnte vemos que ws € A" (V). Entonces tenemos que

Gr(wi,w2) = wilvny — w2lvny = (Pvw)|lunv + (Pow)lvny = w (37)
lo que concluye la prueba. ]

Lema 2.1. para F,. y G, definidas como antes, el diagrama siguiente es con-
mutativo

Fy Gr

AT(M) AT(U) @ A7(V) AU NY) (38)

o e T

3 G,
AT 2 AT ) @ ATH(V) SR AT U A V)

Demostracion. La prueba es una comprobacion directa. ]
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La secuencia (33) induce la secuencia

F*

H' (M)~ grye H (V) -E= H(UNV) (39)

mediante F*[w] = ([ijw], [i{w]) vy G*([w1], [wa]) = [Gr(w1,w2)]. Un célculo di-
recto muestra que F* y G* son homomorfismos bien definidos y que la secuencia
(39) es semiexacta. Veamos a continuacién que podemos conectar cada linea co-
mo (39) con una similar de un grado superior mediante un homomorfismo de
coneccion.

Teorema 2.2. Para todo r > 0 existe un homomorfismo de grupos A : H™(U N
V) — H"™TY(M) tal que la sucesion

0—= HOM) —Z > HOU) & HO(V) —E> HO(UNV) —2> -+ (40)

s H (M) ¢ HWUNV) 2.

H"(U)® H"(V)

A gy s gy e HR(V) - HR(UNV) ——0

es ezxacta, donde F*[w] = ([ij;w], [i{w]) v G*([w1], [w2]) = [Gr(w1,w2)].
Demostracion. Hagamos la prueba en los siguientes pasos

= Definicion de A: Sea [w] € H(UNV) con w € Z"(UNV), como G,
es sobre, existen wy = A™(U) y we € A™(V) tales que Gp(wy,ws) = w.
Ademés tenemos que

0=dw=(doGy)(w1,w2) = Gy1(dwy, dws) (41)

luego (dwy,dws) € ker(Gyy1) = Im(F,41), luego existe n € A"F1(M) tal
que F,41(n) = (dwi,ws). Por otro lado como

(Friz o d)(n) = (d® d)(Frar(n) = (d® d)(dwr,dws) =0 (42)

y F,19 es inyectiva, dn = 0, luego 7 es cerrada, de este modo definimos
A:H"(UNV)— H" (M) por

A([w]) = [n]- (43)

Veamos que nuestra definicién es buena, para esto consideremos w’' =
w+da con a € A""HUNV), por ser G,._; sobre, existen a; € A" 1(U) y
az € A"7HV) tales que a = G,_1(a1,2). Ademds como hicimos pa-
ra w, existen wj = A™(U) y wh € A"(V) tales que G.(wi,wh) = W'
También (dw!,dwl) € ker(G,+1) = Im(F,+1) y en consecuencia existe
n' € A"TH(M) cerrada tal que F,;1(n') = (dw!,dw}). Por otro lado tene-
mos que

Gr(w] —wi,wh —wr) = W —w=da (44)
= (d (¢] Gr_l)(ozl, OLQ) = Gr(dal, dO[Q)

20



entonces (w] — wy — day,w) — wy — daw) € ker(G,) = Im(F,.), asi existe
0 € A (M) tal que () —wy — dag,wh —wy — dag) = F.(0). Luego como

Frpa(n' =n) = Frpa(0) — Frga(n) (45)
= (dw1 dwy, dwh — dws)
= (dw] — dwy — (dod)(ay),dwy — dws — (d o d)(az))
= (do F,)(0) = Fr11(d0)

de la inyectvidad de F.y; se deduce que ' —n = df y por tanto '] = [n]
lo que prueba la buena definicién de A.

Ahora veamos la exactitud de la secuencia (40):

» Ezactitud en HO(M): Sea [f] € HY(M) tal que F*([f]) = 0, entonces
Fo(f) = (dwy,dws) para wy € A=Y U) = {0} y wa € A71 (V) = {0}, luego
Fo(f) = (d0,d0) = (0,0) y como Fp es inyectiva concluimos que f =0y
en consecuencia [f] = 0.

s Ezactitud en H"(U) @ H™(V) para 0 < r < m: Sabemos que la secuencia
(40) es semiexacta en H"(U) & H"(V), solo nos falta ver que ker(G*) C
Im(F™*). Sea entonces ([w1], [w2]) € ker(G*) conw;y € Z"(U) y we € Z"(V),
como 0 = [G(wy,ws)] € H(UNV), existe « € A""HU NV) tal que
G, (wi,ws) = da. De la sobreyectividad de Gi—1 deducimos la existencia
de (a1,a2) € HT=YU) @ H™"Y(V) tal que G,_1(a1, ) = a, luego

Gr(doq,da2) = (do G»,n_l)(()él,ag) =do = Gr(wl,wg), (46)

entonces (daj — day,dag — das) € ker(Gy) = Im(F}). Asi, existe n €
A" (M) tal que F,.(n) = (dag — doy, das — das), ademds como

Fry1(dn) = (d ® d)(Fr(n)) = (dwy, dw2) = (0,0) (47)

de la inyectividad de Fj.y; deducimos que 7 es exacta, en consecuencia
[n] € H"(M) y ademés

F([n) = (w1 — dau], [we = das]) = ([wi], [wa]), (48)
por tanto ([wi], [we]) € Im(F™).
= Ezactitud en H"(UNV): Sea ([w1], [we]) € H"(U) @& H" (V). Si

[w] = G*([wr]; [wa]), (49)

entonces A([w]) = [n] donde n € Z™1 (M) verifica Fy.41(n) = (dwy, dws) =
(0,0). Luego n = 0, en consecuencia (A o G*)([w1], [w2]) = [n] = 0. Por
tanto (Im)(G*) C ker(A).

Reciprocamente, tomemos [w] € H"(U NV) tal que
A(w]) =0€ H™H(M). (50)

Sabemos que A([w

]) = [n] con n € Z"HH(M) tal que Fyy1(n) = (dwi, dws),
donde (w1,ws) € A"

(U) & A™(V) satisfacen que G (w1, ws) = w. De (50),
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deducimos que 7 es exacta, luego existe § € A" (M) tal que df = 7. Si
F(0) = (w],wh) tenemos que
(d@d)(w),ws) = [(dod)oF](0) = Fry1(df) (51)
= Fr(n) = (dwr, dws),

luego dw) = dwy y dwh, = dws, entonces (w1 —w|,we—wh) € Z"(U)BZ" (V).
Asi, (w1 — Wi, [w2 —wh]) € H"(U) @ H" (V) y tenemos que

G (w1 —wi], w2 —w3]) = [Grlwr —wi,ws —wp)] (52)

de donde concluimos que [w] € Im(G*) y por tanto ker(A) C Im(G*).

» Ezactitud en H™(M): Sea [w] € H"(U NV), entonces A([w]) =
n € Z™H M) tal que F,11(n) = (dwi,dws), donde (wy,ws) € A
AT (V) satisfacen que G, (w1, ws2) = w. Como

(F* 0 A)([w]) = F*([n]) = ([dwr], [dws]) = (0,0), (53)

se tiene que F* o A =0 y por tanto Im(A) C ker(F™).
Reciprocamente, si [n] € H™1(M) es tal que F*([n]) = (0,0), Fry1(n) es
de la forma F,.11(n) = (w},w}) con wi,wh exactas, luego existe (wq,ws) €
A"(U) @ A™(V) tal que dwy = Wy y dws = wh. Siw = G, (w1, ws), entonces
we Z"(UNYV) pues
dw = (doGy)(wy,w2) = Gry1(dwy,dws) (54)
= Gru1(wi,wh) = Gry1 (Frya(n) = 0,

luego [w] € H"(UNV). Ademds como Fy11(n) = (w},w)) = (dwy, dws), se
deduce que A([w]) = [n] y por tanto ker(F™*) C Im(A).

s Ezactiud en H™(UNV): Sea [w] € H™(UNV), como G,, es sobreyectiva,
existe (w1,ws) € A™(U)SA™(V) = Z™(U)®Z™ (V) tal que G (w1, wz) =
w, luego G*([w1], [w2]) = [w] y por tanto G* es sobreyectiva.

O

2.4. Cohomologia de la esfera y algunas aplicaciones

Usemos la sucesién de Mayer-Vietoris para determinar la cohomologia de la
esfera.

Teorema 2.3. La cohomologia de deRham de la esfera S™ esta dada por

HO(SY) =R? y H"(S™) =

{ R St r=0,m (55)

{0} si O<r<m.
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Demostracion. Sean p = (1,0,...,0), ¢ = —p y consideremos los abiertos de S™
U=S"\{p}yV =S\ {¢}. Tenemos que UUV =S, U y V son difeomorfos
aR"™, UNYV es difeomorfo a R™ \ {0}, luego teniendo presente el corolario 2.5
se deduce que

. g ~ T My R si r=0
H(U)_H(V)_H(R)_{{O} sio 0<r<m. (56)
y
H(UNV)=H"(S™ 1), (57)
luego la sucesién de Mayer-Vietoris asociada es
R Sm 1
o(qny " o( 0 G” 0 A
0——H'(S") —H(U)® H (V) —H°(UNV) ——
{0}
—Aopysm L mwye BV(V) LS H(WUNV) —>
—— H"YU)® HY(V) H=YUNV) (58)
{O} Hr— 1 Sm 1
A a*

Hr(Sm) F* H EBH’I‘ ) o ...

{0}

De las dos tltimas lineas de (58) podemos deducir que para k > 1, H"(S™)
H™1(S™~1) y de las dos primeras lineas de (58) deducimos que para m > 1 la
sucesion

o~

P a*

0 R R2 2

HOE™ 1) 2= H'(§™) —>0  (59)

es exacta. Entonces si m = 1, S?1 = {—1,1}, luego H°(S™™!) = R? y apli-
cando la proposicién 1.6 concluimos que H'(S!) =2 R. Si m > 1, S™~! es cone-
xa, luego H°(S™~1) = R y nuevamente por la proposicién 1.6 deducimos que
H(S™) = {0}.

Asf, HY(S') =2 R, H'(S™) = {0} para m > 1y HYS') = H"(S™)
H™=1(S™~1). (55) se sigue de aplicar induccién matemética.

O R

Una consecuencia inmediata de este teorema es el siguiente
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Corolario 2.6. Sin # m, entonces S™ y S™ no tienen el mismo tipo de homo-
topia, en particular no son homeomorfos.

Corolario 2.7 (Invarianza de la dimensién). R™ y R™ son homeomorfos si, y
solo si, n = m.

Demostracion. Evidentemente si n = m R™ y R™ son homeomorfos. Recipro-
camente, supongamos por contradiccion que n # m y que h : R™ — R™ sea un
homeomorfismo, entonces

R™\ {0} =R™\ {h(0)} = R™\ {0}, (60)

pero como R™\ {0} tiene el mismo tipo de homotopia que S~ y R™\ {0} tiene
el mismo tipo de homotopia que S™~!, tendriamos que S*~! y ™! tienen el

mismo tipo de homotopia, lo cual es absurdo.
O

3. Dualidad de Alexander
3.1. Teorema de dualidad de Alexander

Antes de probar el resultado pincipal de esta secciéon veamos los siguientes
lemas.

Lema 3.1. Si Iy, F, C R™ son cerrados homeomorfos, entonces R?™\ {0} x Fy
y R?"\ Fy x {0} son homeomorfos.

Demostracion. Sea ¢ : F; — F — 2 homeomorfismo y ¥ : Fo — F) su inversa.
Por el teorema de extensionde Tietze, existen ¢ : R® — R* y ¥ : R® — R"
extensiones continuas de ® y ¥, respectivamente. Definamos h, k : R?* — R?”
por

ha,y) = (z,y — @(2)) v kz,y)=(x—¥(y)y), (61)

un simple célculo muestra que h y k son homeomorfismos, més precisamente
h(z,y) = (z,y + ®(2)) v k(z,y) = (z + ¥(y),y). Ademas como para x € Fy
tenemos que h™1(z,0) = (z,®(z)) = (x, ¢(x)), se sigue que

koh™!(z,0) = (z — o(z), ¢(x)) = (0, $(2)), (62)

luego koh~! transforma Fy x {0} en {0} x F. Similarmente se tiene que ho k™1
transforma {0} x Fy en Fy x {0}. Por tanto R?"\ {0} x F, y R?"\ F} x {0} son
homeomorfos. O

Lema 3.2. Si FF C R"™ es cerrado, entonces

H'(R"\ F) = HTYR"™\Fx{0}) parar>1, (63)
H(R*\ F)/R = H'R"\Fx{0}) y
R = HR"\F x{0}),

donde R representa al espacio de funciones constantes.
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Demostracion. Sean U = {(z,t) e R" :x ¢ F vV t >0}y V = {(a,t) €
Rt .z ¢ F Vv t < 0}. Se tiene que U y V son contrictiles, U NV =
R\ F x {0} y ademas UNV = (R"\ F) x R tiene la misma homotopia que
R™\ F. Luego tenemos que

s Sir>1:Haciendo A" = H"(U) & H"(V), la secuencia de Mayer-Vietoris
asociada es

A7~ HY(R?\ F) —2> B (R F x {0)) — Ar+1 (64)

{0} {0}

en consecuencia A es un isomorfismo y concluimos que H"(R"™ \ F) &
Hr+1(Rn+1 \ F x {0})

» Sir = 0: Teniendo en cuenta que H*(U) @ H'(V) =2 0, la secuencia de
Mayer-Vietoris asociada es

0 —= HOR"\ F) —"—> H'(U) & HO(V) —— ,  (65)

—CL HOR?\ F) —2= YR\ F x {0}) —=0

si tomamos (a,b) € HY(U) & H°(V), tenemos que a y b son funciones
constantes, luego G*(a,b) = a — b es una funcién constante. Deducimos
que dimIm(G*) = 1, en consecuencia

ker(A) = Im(G*) =R (66)
de donde se tiene que
HYR"\ F) =~ H(R"\ F)/R. (67)

Finalmente como dim Im(F*) = dim ker(G*) = 1 se deduce que H°(R"*1\
F)=~R.

O

Teorema 3.1 (Dualidad de Alexander). Si Fy, Fo C R™ son cerrados homeo-
morfos, entonces para todo r > 0

H"(R"\ Fy) =2 H'(R"\ F3).
Demostracion. Aplicando sucesivamente el lema 3.2 tenemos que
H"(R™\ F) L2 HTTY R\ Fy x {0}) (sir > 1), (68)
H"(R™\ F) L2 HTTR?Y\ Fy x {0}) (sir > 1), (69)
HO(R™\ F)/R =~ ... 2H"(R>\F x{0})y
HO(R™\ F,)/R . 2 HY(R®™\ Fy x {0}).

1%

Il

[l
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Ademss por el lema 3.1 tenemos que R?™ \ {0} x Fy es homeomorfo a R?™ \
Fy x {0}, pero R?"\ {0} x Fy es homeomorfo a R?" \ Fy x {0}, luego por por
el corolario 2.2 tenemos que

H'®'\F) = H*(R™\F x {0}) = H R\ {0} x Fy) (70)
H (B> Fy x {0}) = H'(R" \ Fy)

Il

parar > 1,y

HO®R"\ F)/R

12

H"(R*™\ F| x {0}) = H"(R?>"\ {0} x Fy) (71)
H™(R?*"\ Fy x {0}) = HO(R™ \ F,)/R

1%

de donde se sigue el resultado.

3.2. Teorema de Jordan-Brouwer

Proposicién 3.1. Para todo conjunto C homeomorfo a S™ en R*1 R+ C
tiene dos componentes conexas.

Demostracion. Del teorema de Dualidad de Alexander se deduce que H°(R"™+1\
C) = HO(R"*1\ S"), y debido a que R"™1\ S" tiene dos componentes conexas,
HO(R"1\S") 2 R& R, por tanto R" ™1\ C tiene dos componentes conexas. []

Teorema 3.2. Sea U C R™ abierto. St f : U — R™ es un homeomorfismo sobre
su imdgen, entonces f(U) es abierto en R™.

Demostracion. Sea x € U, tomemos la bola B = B, tal que x € By B C U,
entonces tenemos que si S = 0B, como B y S son disjuntos, se verifica la
igualdad

R" = f(B)u f(S)u R\ f(B)) (72)

donde las anteriores son uniones disjuntas, luego R™\ f(S) = f(B)U(R"\ f(B)).
Por la proposicién 3.1 R™\ f(S) tiene dos componentes conexas. Tenemos que
f(B) es conexo, por ser la imagen de un conexo via una aplicacién continua,
ademds, por el teorema 3.1, el conjunto R™\ f(B) esta obligado a ser conexo, y
como R™\ f(S) es abierto, se deduce que R\ f(B) y f(B) son abiertos conexos
en R™, por tanto

fU) = £(B.) (73)

xzelU

es abierto. O
Finalicemos este trabajo mostrando el siguiete teorema.

Teorema 3.3 (Teorema de Jordan-Brouwer). Sea C homeomorfo a S™ en R"+1.
Entonces R\ C tiene dos componentes conexas las cuales tienen frontera
comun igual a C.

Demostracion. La primera parte de este teorema fué probada en la proposicion
3.1, veamos entonces la parte faltante. Sean A y B las componentes conexas de
R\ C. tomemos € C y W una vecindad abierta de  en R" y tomemos
la vecindad abierta V- = W NC de z en C. Entonces tenemos que K = C\ V
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es homeomorfo a un subconjunto propio L, cerrado de S™, como evidentemente
R™*1\ L es conexo, por el teorema 3.1 tenemos que R™™1\ K también es conexo
y como es abierto, es conexo por caminos. Tomemos ahora a € A, b€ By \:
[0,1] — R™"*! un camino que los una, con A(0) = a y A(1) = b. Necesariamente
A pasa por V (de otro modo R™*! \ C serfa conexo) mas precisamente R =
VNA=CnNA#({ es compacto. Ahora consideremos

to, = min{t:\t) e R}y (74)
t, = max{t: \(t) € R},

tenemos que para t < t,, A(t) € Ay para t > t, A(t) € B. Luego existe € > 0
tal que \(t, —¢,t,) C W, en particular WN A # ). Del mismo modo se concluye
que W N B # (). Por tanto C pertenece a la frontera de A y By como la unién
Rt = AU B UC es disjunta, concluimos que A = 9B = C. O

3.1 Observacion. Para n = 1 tenemos el resultado clasico del teorema de la
curva de Jordan.

4. Conclusiones

= El teorema de Invarianza por Homotopias nos dice que los grupos de coho-
mologia solo dependen del tipo de homotopia de la superficie, en particular
el corolario de Invarianza por Homomorfismos, nos dice que los grupos de
cohomologia son invariantes topoldgicos.

= El teorema de Dualidad de Alexander, nos ayuda a comparar cohomologias
de superficies, conociendo solo relaciones topoldgicas entre son complemen-
tos. Como consecuencia de esto tenemos el teorema de Jordan-Brouwer.

= En resumen la Cohomologia es una fuerte herramienta que nos permite
obtener resultados de caracter topoldgico usando herramientas analiticas y
algebraicas, como por ejemplo el resultado de invarianza de la dimension
que obtuvimos como consecuencia de determinar la cohomologia de la
esfera y los resultados ya mencionados.
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